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2 I. SUITES, RAISONNEMENT PAR RÉCURRENCE.

Chapitre I
Suites, raisonnement par ré
urren
e.
1 Rappels

Suite (un), n ∈ N Suite arithmétique deraison r Suite géométrique de raison
q

Dé�nition On passe de 
haque terme ausuivant en ajoutant le mêmeréel r
un+1 = un + r

On passe de 
haque terme ausuivant en multipliant par lemême réel q
un+1 = q × un

Terme général
un = u0 + nr

un = u1 + (n− 1)r

un = u0 × qn

un = u1 × qn−1

Somme de termes �Nombre de termes�×�Moyenne du premier etdernier terme�
n∑

k=0

uk = (n+ 1) × u0 + un

2

�Premierterme�×1 − qnb de termes
1 − q

n∑

k=0

uk = u0 ×
1 − qn+1

1 − q

Cas parti
uliers
1 + 2 + · · · + n =

n(n+ 1)

2
1+q+q2 + · · ·+qn =

1 − qn+1

1 − q

http://prof.pantaloni.free.fr



2. COMPORTEMENT GLOBAL D’UNE SUITE 3

1.1 Exer
i
es 
orrigés
Exer
i
e no 1Cal
uler S = 1 + x2 + x4 + · · · + x2nSolution: C'est une somme géométrique du type 1 + q + q2 + · · · + qn ave
 q = x2. D'où :
S =

1 − (x2)n+1

1 − x2
si x2 6= 1. Si x = 1 alors S = 1 + 1 + · · · + 1 = n + 1Exer
i
e no 2Soit (un) une suite arithmétique de raison r. On donne : u0 = 3 et u34 = 321. Déterminer

u100.Solution: On a un = u0 + nr. En remplaçant n par 34, on détermine r. Puis on 
al
ule u100Exer
i
e no 3Cal
uler la somme : S = 5 + 10 + 20 + 40 + · · · + 5120Solution: C'est la somme des termes de la suite (un) géométrique de raison 2 et de premierterme 5. Il reste à déterminer le nombre de termes de la somme. un = 5 × 2n =⇒ 5 × 2n =

5120 =⇒ 2n = 1024 =⇒ n = 10. Don
 S = u0 + · · · + u10 qui 
omporte 11 termes. D'où :
S = 5 × 1 − 211

1 − 2
= 5(211 − 1) = 10235Exer
i
e no 4Soit la suite dé�nie par ∀n ∈ N, un+1 = −2un + 3 et u0 = 5. On pose aussi vn = un − 1.Montrer que (vn) est géométrique, déterminer le terme général de (un).Solution: vn+1 = un+1−1 = −2un+3−1 = −2(un−1). Don
 vn+1 = −2vn, (vn) est géométriquede raison -2 et de premier terme v0 = u0−1 = 4. D'où vn = 4× (−2)n. Ainsi un = 4× (−2)n +1Propriété 1. Limite de qn.

2 Comportement global d'une suite
2.1 MonotonieDé�nition 1. Croissante, dé
roissante, 
onstante, monotoneRemarque. Pareil ave
 stri
t.
2.2 Majorée, minorée, bornéeDé�nition 2. Maj, min, bornée.Remarque. Pas uni
ité d'un maj.
Exemple: un = 4 − 1

nhttp://prof.pantaloni.free.fr



4 I. SUITES, RAISONNEMENT PAR RÉCURRENCE.

3 Raisonnement par ré
urren
eLe raisonnement par ré
urren
e (on dit aussi par indu
tion) est un prin
ipe de raison-nement (
omme le raisonnement par l'absurde) qui sert à établir une propriété valablepour une in�nité d'entiers naturels. Ce raisonnement 
omporte quatre étapes : L'initiali-sation, l'hypothèse de ré
urren
e, l'hérédité et la 
on
lusion.
3.1 Prin
ipeSoit P(n) une propriété dépendant d'un entier n dont on veut prouver qu'elle est vraiepour tout n dans N. (Parfois pour tout n dans N∗ ou n > 3 . . .et
)Initialisation. On véri�e que P(0) est vraie.Hypothèse de ré
urren
e. On suppose que pour un 
ertain k ∈ N, P(k) estvraie.Hérédité. On montre que sous l'hypothèse de ré
urren
e, P(k + 1) est aussivraie.Con
lusion. Alors par ré
urren
e, la propriété P(n) est vraie pour tout n ∈ N.Toutes les phases du raisonnement sont né
éssaires, mais l'essentiel de la di�
ulté provienten général dans la phase de l'hérédité. À 
et endroit il faut trouver un lien entre P(k) et
P(k + 1). Pour expliquer 
e raisonnement on utilise parfois l'analogie suivante :
3.2 Analogie : gravir un es
alierOn se trouve sur la première mar
he d'un es
alier in�ni à gravir. Si on sait monter unemar
he, alors on peut a

éder à n'importe quelle mar
he de l'es
alier.Initialisation. On est sur la première mar
he, don
 on peut 
ommen
er.Hypothèse de ré
urren
e. On suppose que pour un 
ertain k ∈ N, on soit sur la

k-ième mar
he.Hérédité. On véri�e qu'on peut alors passer à la mar
he suivante, la (k + 1)-ième.Con
lusion. Alors par ré
urren
e, on peut a

éder à la mar
he numéro n pour tout
n dans N∗.

3.3 Exemples
① Prouver la formule suivante donnant la somme des premiers entiers naturels :

1 + 2 + 3 + · · · + n =
n(n+ 1)

2Démonstration. On note pour tout n ∈ N∗ : Sn = 1 + 2 + 3 + · · · + n. La propriétéà prouver par re
urren
e pour tout n de N∗ est don
 :
P(n) : Sn =

n(n+ 1)

2Initialisation. S1 = 1 et pour n = 1, n(n+1)
2

vaut 1×2
2

= 1. Don
 P(1) est vraie.Hypothèse de ré
urren
e. On suppose que pour un 
ertain k ∈ N, P(k) estvraie i.e. Sk = k(k+1)
2

.http://prof.pantaloni.free.fr



4. ÉTUDE DES SUITES DU TYPE UN+1 = F (UN ) 5

Hérédité. I
i on veut prouver que Sk+1 = (k+1)(k+2)
2

. Or1 : Sk+1 = Sk + (k + 1).Comme par hypothèse de ré
urren
e Sk = k(k+1)
2

on en déduit que :
Sk+1 =

k(k + 1)

2
+ (k + 1) = (k + 1)(1 +

k

2
) =

(k + 1)(k + 2)

2Ainsi P(k + 1) est vraie.Con
lusion. Par ré
urren
e, on a prouvé que pour tout n dans N∗, Sn = n(n+1)
2

.
② Prouver par ré
urren
e que pour n entier assez grand, 2n > n2.

Démonstration. On 
ommen
e par 
her
her à la main ou ave
 une 
al
ulette unrang à partir duquel la propriété semble vraie. On pense à n = 4. Soit P(n) lapropriété : 2n > n2. On veut prouver qu'elle est vraie pour tout n dans N supérieurou égal à 4.Initialisation. 24 = 16 et 42 = 16 don
 24 > 42. Don
 P(4) est vraie.Hypothèse de ré
urren
e. On suppose que pour un 
ertain k ∈ N, ave
 k > 4,
P(k) est vraie i.e. 2k > k2.Hérédité. I
i on veut prouver que 2k+1 > (k + 1)2.

2k+1 = 2 × 2k
> 2k2

Il su�t don
 de prouver que pour k > 4 on a 2k2 > (k + 1)2. Les deux membressont positifs, 
ette égalité est équivalente à √
2k > k+ 1 soit k >

1√
2−1

, ou en
ore
k >

√
2 + 1. Or √2 + 1 6 4. Ainsi P(k + 1) est vraie.Con
lusion. Par ré
urren
e, on a prouvé que pour tout entier n supérieur à 4,

2n > n2.
4 Étude des suites du type un+1 = f(un)On se donne une fon
tion f dé�nie, 
ontinue sur un intervalle I de R. Soit u0 ∈ I.
4.1 Intervalle stableDé�nition 3. On dit que I est stable par f si f(I) ⊂ IExemples:1. f(x) = x(1 − x) sur I = [0 ; 1]. I est stable par f, mais pas par g = 5f . Il su�td'étudier f .2. f(x) = 1

x−1
et u0 = 3

2
Véri�er que la relation un+1 = f(un) ne dé�nit pas une suite.La 
ondition I stable par f permet de garantir que la suite est dé�nie et que tous lestermes de la suite sont dans l'intervalle I. (ré
urren
e immédiate)1L'argument qui suit est la 
lef pour passer du rang k au rang suivant k + 1.http://prof.pantaloni.free.fr



6 I. SUITES, RAISONNEMENT PAR RÉCURRENCE.

4.2 Sens de variationPropriété 2. 1. ∀x ∈ I, f(x) − x > 0 =⇒ (un) 
roissante2. ⇐⇒ ∀x ∈ I, f(x) − x 6 0 =⇒ (un) dé
roissanteDémonstration. Fa
ilePropriété 3. 1. f 
roissante =⇒ (un) monotone. Le sens de var est donné par lesigne de u1 − u02. f dé
roissante =⇒ (u2n) et (u2n+1) sont monotones de monotonies 
ontrairesDémonstration. Supposons u1 > u0.1. Par ré
urren
e. P(n) : � un+1 − un > 0 �2. On pose pn = u2n et in = u2n+1. Alors :
pn+1 = f ◦ f(pn) et in+1 = f ◦ f(in)Or f de
. implique f ◦ f 
roissante don
 par le 1. p et i sont monotones. Supposons

p 
roissante, alors u2 > u0 don
, en appliquant f qui est de
. on a u3 6 u1 don

i1 6 i0 don
 i est de
.

4.3 Convergen
eDé�nition 4. On appelle point �xe d'une fon
tion f un réel tel que f(x) = xThéorème 1. Si f est 
ontinue sur I et que (un) 
onverge, alors la limite est né
essai-rement un point �xe de fAttention : L'existen
e d'un point �xe ne garantit pas la 
onvergen
e de (un). Maisl'absen
e de point �xe su�t à justi�er que (un) ne 
onverge pas. En pratique : On justi�eque (un) CV (
roissante majorée par exemple) puis on détermine la limite en 
her
hantles points �xes de f . Si le point �xe est unique, 
'est fa
ile, sinon il faut raisonner ave
 lesens de variation de (un).Exemple: un+1 = un

2−un
et u0 ∈ [0 ; 1]

http://prof.pantaloni.free.fr



Chapitre II
Limites et 
ontinuité
1 Rappels : Limites de référen
eVoi
i les 
ourbes des fon
tions 
arré, 
ube et inverse. Leurs limites sont à 
onnaître.
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lim
x→+∞

x2 = +∞

lim
x→−∞

x2 = +∞

lim
x→+∞

x3 = +∞

lim
x→−∞

x3 = −∞

lim
x→+∞

1

x
= 0

lim
x→−∞

1

x
= 0

lim
x→0+

1

x
= +∞

lim
x→0−

1

x
= −∞

2 Rappels sur la dérivation, notation di�érentielleDé�nition 5. Soit a ∈ I où I est un intervalle ouvert. Soit f une fon
tion dé�nie sur I.On dit que f est dérivable en a si le taux de variation de f entre a et a+ h :
f(a+ h) − f(a)

hadmet une limite �nie quand h tend vers 0. Si 
ette limite �nie existe, on l'appelle lenombre dérivé de f en a, noté f ′(a).
Remarque. En posant x = a+ h, 
ette dé�nition équivaut à : lim

x→a

f(x) − f(a)

x− a
= f ′(a)Interprétation graphique

7



8 II. LIMITES ET CONTINUITÉ

Ave
 les notations du graphique, on a :
∆y

∆x
=
f(a+ h) − f(a)

hQuand h tend vers zéro le point Mh se rap-pro
he du point A. Dire que f est dérivableen a signi�e que la sé
ante (AMh) admetune position limite. On appelle alors tan-gente à la 
ourbe de f au point d'abs
isse a,la droite Ta passant par A et de 
oe�
ientdire
teur f ′(a). Ainsi l'équation réduite de
Ta est :

y = f ′(a)(x− a) + f(a)

x

y

0

Γ

A

a

f(a)

Mh

a + h

f(a + h)

∆y

∆x

PSfrag repla
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Autour du point A, la 
ourbe de f et sa tangente Ta sont � très pro
hes �. D'où lapropriété :Propriété 4 (Approximation a�ne). Si f est dérivable en a, et que h est pro
he de zéro :
f(a+ h) ≃ f(a) + hf ′(a) . Ou en
ore, si x est pro
he de a, on a : f(x) ≃ f(a) + (x− a)f ′(a)Démonstration. La dé�nition 1 signi�e que f(a+h)−f(a)

h
= f ′(a)+ε(h) où ε est une fon
tionqui tend vers 0 en 0. D'où le résultat, qui 
onsiste à négliger le terme hε(h). L'autreexpression vient en posant x = a+ h.Notation di�érentielle et s
ien
es physiques

Soit f une fon
tion dérivable sur un in-tervalle I, 
'est à dire dérivable en tout réel
a à l'intérieur de I. Alors en mathématiques,on note f ′ la fon
tion dérivée de f , mais pasen physique. . . Comme :

f ′(a) = lim
∆x→0

∆y

∆xLorsque le ∆x est in�niment petit, on lenote dx. De même le ∆y devient dy. En phy-sique, au lieu de noter f ′ on notera alors dy

dxou df

dx
. De plus, en physique, la variable estsouvent le temps, don
 noté t au lieu de x.On a don
 : f : t 7−→ f(t). Si on dériveà nouveau f ′ on obtient la dérivée se
ondede f notée f ′′. Si on redérive 
ette dernièreon obtient f ′′′ que l'on note aussi f (3), ainside suite, f (4) désigne la dérivée quatrièmede f . Ave
 la notation di�érentielle utiliséeen physique, 
elà donne :

f ′ =
df

dt
f ′′ = (f ′)′ =

d

dt

(
df

dt

)
=

d2f

dt2

Remarquez 
omme l'opération � dériver parrapport à t � se 
omporte ave
 
ette no-tation 
omme si on multipliait par l'opéra-teur : d
dt
.Pour embrouiller un peut plus, la fon
-tion en physique est souvent notée x. x(t)représente typiquement l'abs
isse d'un pointmobile en fon
tion du temps t. La vitessemoyenne du point entre les temps t1 et t2est alors :

∆x

∆t
=
x(t2) − x(t1)

t2 − t1La vitesse instantanée est alors la limite de
∆x
∆t

quand ∆t tend vers zéro, 
'est don
 :
x′(t), euh. . . pardon dx

dt
. Mais les physi
iensaussi feignants que les mathémati
iens ontrouvé une notation plus 
ourte ẋ qui dé-signe don
 la vitesse v. De même vous savez(ou apprendrez) que l'a

élération est la dé-rivée de la vitesse. On a alors :

ẋ =
dx

dt
= x′ et ẍ =

d2x

dt2http://prof.pantaloni.free.fr



3. CONTINUITÉ 9

Comment note�t�on alors la vitesse ins-tantanée au temps t1 ? En maths 
e serait
x′(t1), en physique il y a trois notations pos-sibles : ẋ(t1) =

(
dx

dt

)
(t1) =

(
dx

dt

)

t=t1

3 Continuité3.1 Dé�nitions, exemples et 
ontre exemplesLa 
ontinuité est une notion de régularité des fon
tions. En voi
i une dé�nition heu-ristique :Dé�nition 6. On dit qu'une fon
tion f est 
ontinue sur un intervalle I lorsque f estdé�nie sur I et que sa 
ourbe sur I peut se tra
er � sans lever le 
rayon �.Remarque. Cette dé�nition est évidement uniquement intuitive, une vraie dé�nition utiliseles limites en un point (
f dé�nition suivante).Dé�nition 7. On dit qu'une fon
tion f est 
ontinue en a (a ∈ R) si les trois 
onditionssuivantes sont véri�ées :
① f est dé�nie en a.
② f(x) admet une limite quand x tend vers a.
③ lim

x→a
f(x) = f(a)Si l'une quel
onque de 
es trois 
onditions n'est pas véri�ée, on dit que f n'est pas 
ontinueen a, ou qu'elle présente une dis
ontinuité en a.Remarque. Parfois le 
omportement d'une fon
tion f est di�érent à gau
he et à droited'un réel a. Il pourra alors être utile pour étudier l'existen
e d'une limite en a d'étudierles éventuelles limites à gau
he et à droite de a, i.e. :

lim
x→a

x<a

f(x) et lim
x→a

x>a

f(x)

Si 
es limites existent, alors, dire que f est 
ontinue en a revient à dire que 
es deuxlimites sont égales à f(a).Les quatre fon
tions f représentées 
i�dessous présentent une dis
ontinuité en 1. Direlequel des trois points de la dé�nition est mis en défaut et pourquoi.

1

1
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1
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10 II. LIMITES ET CONTINUITÉ

Dé�nition 8. On dit qu'une fon
tion f est 
ontinue sur un intervalle I lorsque f est
ontinue en tout réel a de I.Convention Dans un tableau de variation, lorsqu'on note une �è
he pour une fon
tion
roissante (ou dé
roissante) sur un intervalle, 
ette �è
he signi�e aussi la 
ontinuité de lafon
tion sur l'intervalle. On mettrait une double barre en un point de dis
ontinuité.Propriété 5. Une fon
tion dérivable sur un intervalle est 
ontinue sur 
et intervalle.
△! La ré
iproque est fausse. Contre�exemple : La fon
tion valeur absolue. Elle est 
ontinuesur R mais non dérivable en 0. La dérivabilité est don
 une notion de régularité plus forteque la 
ontinuité.

Démonstration. (Du 
ontre�exemple) |x| =

{
x if x > 0,
−x if x 6 0. =⇒ |x|

x
=

{
1 if x > 0,
−1 if x < 0.Le taux de variation de la valeur absolue en 0 a une limite à gau
he qui vaut -1, et unelimite à droite qui vaut 1. Don
 la limite en 0 n'existe pas.

Démonstration. On é
rit l'approximation a�ne ave
 une fon
tion ε telle que : lim
x→a

ε(x) =

0 :
f(x) = f(a) + (x− a)f ′(a) + ε(x)

Propriété 6. (Admise) Les fon
tions usuelles : polyn�mes, ra
ine 
arrée, valeur absolue,fra
tions rationnelles, sin, cos,(bient�t exp et ln) et leurs 
omposées sont 
ontinues surles intervalles où elles sont dé�nies.Cette propriété permet de justi�er la 
ontinuité d'une fon
tion en un point ou sur unintervalle.Exemple: Soit f dé�nie par : f(x) =
√
x2 − 1. f est dé�nie dès que x2−1 est positif don
sur les intervalles ]−∞ ;−1] et [1 ; +∞[. Sur 
ha
un de 
es intervalles, f est la 
omposéede la fon
tion ra
ine (
ontinue sur R+) et d'un polyn�me (don
 
ontinu sur R). Ainsi fest 
ontinue sur les intervalles ]−∞ ;−1] et [1 ; +∞[. La phrase � f est 
ontinue sur lesintervalles ]−∞ ;−1] et [1 ; +∞[ 
omme 
omposée de fon
tions 
ontinues � est plus vaguemais su�ra.Cependant il existe des fon
tions qui ne sont pas 
ontinues :

3.2 La fon
tion partie entièreDé�nition 9. On appelle partie entière d'un réel x, notée E(x), le plus grand entierinférieur ou égal à x. i.e. E(x) est l'entier n tel que : n 6 x < n+ 1Exemples: E(2, 36) = 2 ; E(2) = 2 ; E(π) = 3 ; E(−2, 36) = −3Propriété 7. Pour tout entier n, sur l'intervalle [n ;n + 1[, la fon
tion partie entièreest 
onstante égale à n. Elle n'est pas 
ontinue sur R, elle admet une dis
ontinuité pour
haque entier.
http://prof.pantaloni.free.fr



3. CONTINUITÉ 11

Démonstration. Soit n ∈ Z. Par dé�nition de E, pour x ∈ [n ;n + 1[ on a E(x) = n.Prouvons la dis
ontinuité de E en n+1. Par passage à la limite (en restant dans l'intervalle
[n ;n + 1[) :

lim
x→n+1

x<n+1

E(x) = n 6= E(n+ 1) = n+ 1

On en déduit la 
ourbe de la fon
tion partie entière, on dit que 
'est une fon
tion enes
alier.

PSfrag repla
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3.3 Prolongement par 
ontinuité
Exemple: La fon
tion f dé�nie sur R \ {3} par :

f(x) =
x2 − 9

x− 3n'est pas 
ontinue sur R 
ar non dé�nie en 3, mais :
x 6= 3 =⇒ f(x) =

(x− 3)(x+ 3)

x− 3
= x+ 3

Ainsi la 
ourbe de f est la droite d'équation : y = x + 3 à laquelle il manque le pointd'abs
isse 3. On pose alors la fon
tion f̃ dé�nie sur R :
f̃(x) = x+ 3. don
 f̃(x) =

{
f(x) si x 6= 3,
6 si x = 3.

La fon
tion f̃ est alors 
ontinue sur R, on dit que 
'est un prolongement de f par 
ontinuitéen 3.Exemple: La fon
tion f dé�nie sur R∗ par f(x) =
ex −1

x
n'est pas dé�nie en zéro, maison a vu que sa limite en zéro existe et vaut 1. On peut � prolonger la fon
tion f par
ontinuité � en 0, en posant la fon
tion f̃ dé�nie sur R par : f̃(x) = f(x) si x ∈ R∗ et

f̃(0) = 1http://prof.pantaloni.free.fr



12 II. LIMITES ET CONTINUITÉ

4 Théorème des valeurs intermédiairesThéorème 2. Théorème des valeurs intermédiaires. Soit f une fon
tion 
ontinuesur un intervalle [a ; b]. Soit λ un réel 
ompris stri
tement entre f(a) et f(b). Alors l'équa-tion f(x) = λ admet au moins une solution dans l'intervalle ouvert ]a ; b[.Remarque. Si la fon
tion n'est pas 
ontinue, 
ette propriété n'est pas né
essairementvéri�ée. La fontion partie entière fournit un 
ontre exemple : E(0) = 0 et E(1) = 1mais l'équation E(x) = 0, 5 n'a pas de solution dans ]0 ; 1[ (ni ailleurs).Propriété 8 (Cas parti
ulier important : λ = 0). Soit f une fon
tion 
ontinue sur unintervalle [a ; b] ave
 f(a) et f(b) de signes 
ontraires, alors l'équation f(x) = 0 admet aumoins une solution dans l'intervalle ouvert ]a ; b[C'est un 
as parti
ulier, mais en fait 
ette propriété est équivalente au théorème desvaleurs intermédiaires, et on la démontre par di
hotomie en utilisant des suites adja
entesqui 
onvergent vers une ra
ine de f . (
f TD)Ces propriétés nous garantissent l'existen
e de solutions pour des équations mais ne nousfournissent pas les solutions, ni leur uni
ité, juste des intervalles où elles se trouvent.On peut don
 ave
 la 
al
ulatri
e trouver des en
adrements à la pré
ision souhaitée dessolutions 
her
hées.Exemple: Sur le graphique 
i-dessous, on a une 
ourbe C représentant une fon
tion
ontinue f sur l'intervalle [−3 ; 2]. On a f(−3) = −1 et f(2) =1,5. Comme la valeur
λ = 1 est 
omprise entre −1 et 1,5 le théorème des valeurs intermédiaires nous assureque l'équation f(x) = 1 admet au moins une solution (i
i il y en a trois) sur l'intervalle
]−3 ; 2[. Autrement dit, la 
ourbe C 
oupe la droite d'équation y = 1 sur 
et intervalle.
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En pratique, la simple le
ture d'un tableau de variation permet de répondre aux ques-tions du type : �Combien l'équation f(x) = λ admet elle de solutions ? Donner des en
a-drements de 
es solutions.� Rappel : on admet qu'une �è
he dans un tableau de variationtraduit aussi la 
ontinuité de la fon
tion sur l'intervalle en question. La version suivantedu théorème des valeurs intermédiares permet de garantir l'uni
ité de la solution :Théorème 3 (Utile en pratique1). Soit f une fon
tion 
ontinue et stri
tement 
roissantesur un intervalle [a ; b]. Soit λ un réel tel que : f(a) < λ < f(b). Alors l'équation f(x) = λadmet une unique solution dans l'intervalle ouvert ]a ; b[.Démonstration. Laissé en exer
i
e.1On dit dans 
e 
as que f réalise une bije
tion 
roissante de [a ; b] dans [f(a) ; f(b)]. C'est pourquoi
ette propriété est parfois appellée � théorème de la bije
tion �.http://prof.pantaloni.free.fr
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Remarque. Il existe évidemment un énon
é similaire pour une fon
tion stri
tement dé-
roissante...
Exemple: Soit f dé�nie sur R par f(x) = x5 + x+ 7. Justi�er que f(x) = 0 admet uneunique solution dans l'intervalle [−2 ; 1]. Réponse d'un bon élève :
f est 
ontinue sur R (
'est un polyn�me). Or f ′(x) = 5x4 + 1 et x4 est positif don
 ladérivée de f est stri
tement positive, don
 f est stri
tement 
roissante sur [−2 ; 1]. Deplus f(−2) = −33 < 0 et f(1) = 9 > 0. Don
 f(x) = 0 admet une unique solution dansl'intervalle [−2 ; 1]. D'après le tableau de variation de f et ses limites en −∞ et +∞ onen déduit aussi que f(x) = 0 admet en fait une unique solution dans R.Il est par 
ontre imposible de résoudre par le 
al
ul 
ette équation, mais pouvez vous àl'aide de la 
al
ulette déterminer un en
adrement d'amplitude 10−2 du réel α véri�ant
f(α) = 0. Trois méthodes :

Méthodes de résolution appro
hée de f(x) = λ

• Graphiquement, en zoomant de plus en plus sur le point d'interse
tion de la 
ourbe ave
l'axe des abs
isses (pour λ = 0) ou ave
 la droite d'équation y = λ.
• Mieux en
ore, 
ertaines 
al
ulettes disposent d'un outil de résolution graphique (G-solv)il faut 
hoisir ise
t pour l'interse
tion de deux 
ourbes que l'on doit séle
tionner (la 
ourbede f et la droite d'équation y = λ si on veut résoudre f(x) = λ) ou Root si on 
her
he unera
ine.
• En utilisant le tableau de valeurs que l'on doit paramétrer 
orre
tement. pitch (Casio) ou
∆Tbl (TI) donne le pas de la variation de X, don
 la pré
ision voulue. Mais il faut d'abord
onnaitre un vague en
adrement de la solution (par une méthode graphique par exemple)

• À l'aide d'un programme adapté, 
omme 
elui que nous allons établir qui fon
tionne pardi
hotomie. On peut utiliser la méthode de Newton-Raphson ou méthode de la tangente2(plus rapide)

5 Preuve du T.V.I. par di
hotomie

f 
hapitre Suites adja
entes. 8

2xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
. Cette suite 
onverge vers une ra
ine si elle existe, prendre x0 assez près de lara
ine.http://prof.pantaloni.free.fr
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6 Appli
ations6.1 Ra
ine d'un polyn�me de degré impair6.2 Fon
tions ré
iproques7 Dérivabilité7.1 Dé�nitionDé�nition 10. Soit a ∈ I où I est un intervalle ouvert. Soit f une fon
tion dé�nie sur
I. On dit que f est dérivable en a si :

f(a+ h) − f(a)

h
admet une limite �nie quand h tend vers 0Si 
ette limite �nie existe, on l'appelle le nombre dérivé de f en a, noté f ′(a)Remarque : Cette def signi�e que f(a+h)−f(a)

h
= f ′(a) + ε(h) où ε(h) tend vers 0 en 0Propriété 9. Approximation a�ne On en déduit que si f est dérivable en a, et que

h est pro
he de zéro : f(a+ h) ≃ f(a) + hf ′(a)Exemples: Pour x pro
he de 0 : ex ≃ x+ 1 sin x ≃ x, (1 + x)n ≃ 1 + nxCette propriété doit son nom au fait que faire 
ette approximation revient à 
onfondreau point d'abs
isse (a+ h) la 
ourbe ave
 sa tangente en a :Démonstration. Eq de la tangente. Ordonnée pour x = a+ h.Dé�nition 11. Soit I un intervalle ouvert. Soit f une fon
tion dé�nie sur I. On dit que
f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout en a de I.Pour prouver qu'une fon
tion est dérivable en un point, il faut don
 
al
uler une limite.En parti
ulier lorsque 
e point est aux bornes d'un intervalle fermé. Pour prouver que fest dérivable sur un intervalle ouvert, en général on utilise que :Propriété 10. La 
omposée de fon
tions dérivables est dérivable sur tout intervalle ouvertoù la fon
tion est dé�nie.Démonstration. Admis
7.2 PropriétésPropriété 11. Une fon
tion dérivable en a est 
ontinue en aDémonstration. À 
onnaître !f dérivable en a signi�e que :

f(a+ h) − f(a)

h
= f ′(a) + ε(h)où ε(h) tend vers 0 en 0. D'où pour h non nul :

f(a+ h) = hf ′(a) + hε(h) + f(a)D'où la limite voule, et f est 
ontinue en a.
http://prof.pantaloni.free.fr
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7.3 Exemples, 
ontre exemplesAttention ! La ré
iproque de la propriété pré
édente est fausse : Valeur absolue etra
ine. On a même 
onstruit des fon
tions 
ontinues sur [0 ;1℄ nulle part dérivable.Soit f(x) = x sin( 1
x
) pour x ∈ ]0 ; +∞[ et f(0) = 0 Prouver que f est 
ontinue sur R+.Est-elle dérivable en 0 ? Même question ave
 g(x) = xf(x). Retour aux exos de la feuilleave
 e−

1

x

http://prof.pantaloni.free.fr
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Chapitre III
Exponentielle
1 Méthode d'Euler1.1 Aspe
t graphiqueOn utilise la méthode d'Euler pour approximer la 
ourbe d'une fon
tion f (si elleexiste) telle que f est dé�nie et dérivable sur R et :





f ′(x) = f(x) ∀x ∈ R

f(0) = 1Cette méthode utilise l'approximation a�ne suivante : f(a + h) ≃ f(a) + hf ′(a) valablepour une fon
tion dérivable sur un intervalle ouvert I, a dans I et h petit (et a+ h dans
I). Graphiquement 
ela revient à 
onfondre la 
ourbe de la fon
tion ave
 sa tangente surl'intervalle [a ; a + h]. J'ai fait les graphiques sur l'intervalle [0 ; 1]. Soit n ∈ N∗. On pose
h = 1

n
pour le pas de la méthode. On fera ensuite tendre le pas vers zéro en faisant tendre

n vers l'in�ni. Comme f(0) = 1 on pla
e le premier point A0 de 
oordonnées A0(0; 1). Jefais l'expli
ation pour n = 2 don
 h = 1
2
(
f. premier graphique). Comme f ′ = f on adon
 f ′(0) = f(0) = 11. On tra
e don
 le segment partant de A0 joignant A1tel que l'abs
isse de A1 soit 0 + h = 1

2
et tel que

(A0A1) ait pour 
oe�
ient dire
teur 1. Les 
oordon-nées de A1 sont don
 A1(0, 5; 1, 5). Par le 
al
ul :
f(0 + h) ≃ f(0) + hf ′(0) = (1 + h)f(0) = 1, 52. On a don
 f(0, 5) ≃ 1, 5. Or f ′ = f don
 1,5 est aussiune valeur appro
hée de f ′(0, 5). On l'utilise pourobtenir le point suivant A2 d'abs
isse 0, 5 + 0, 5 = 1.Et (A1A2) a pour 
oe�
ient dire
teur 1, 5. On trouvedon
 l'ordonnée de A2 : 1, 5 + 0, 5 × 1, 5 = 2, 253. Ainsi 2,25 est une valeur appro
hée de f(1). Onpourrait 
ontinuer ainsi indé�niment. Le pro
hainsegment a un 
oe�
ient dire
teur de 2, 25.

A0

A1

A2

PSfrag repla
ements

O ~ı

~

Les deux graphiques suivants s'obtiennent de la même manière mais ave
 des valeurs de
n plus grandes (n = 4 et n = 8 et don
 des pas de 1

4
et 1

8
). Le dernier est obtenu ave
 un17
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pas de 1
5
et un pas de −1

5
a�n d'obtenir la 
ourbe pour des valeurs négatives de x. De plus
elui-
i est dans un repère orthonormal. Tous les graphiques de 
ette page 
omportentaussi en pointillé la � 
ourbe limite � re
her
hée a�n que l'on voit mieux la 
onvergen
ede la méthode.

PSfrag repla
ements

O ~ı

~

PSfrag repla
ements
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~

PSfrag repla
ements
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~

1.2 Aspe
t 
al
ulatoireOn va d'abord approximer f sur l'intervalle [0 ; 1].
• Soit n ∈ N∗. On pose h = 1

n
pour le pas de la méthode. On fera ensuite tendre lepas vers zéro en faisant tendre n vers l'in�ni.

• On dé�nit une suite d'abs
isses. On part de x0 = 0 et xk+1 = xk + h pour toutentier naturel k. Cette suite est arithmétique de raison h = 1
n
don
 on a le termegénéral :

∀k ∈ N xk =
k

n

• On dé�nit maintenant la suite des ordonnées des points que l'on pla
e. On partde y0 = 1 puisque f(0) = 1. On applique alors l'approximation a�ne, f(xk+1) =
f(xk + h) d'où : f(xk+1) = f(xk + h) ≃ f(xk) + hf ′(xk). Or f véri�e aussi f = f ′sur R don
 : f(xk+1) ≃ f(xk)(1 + h). On veut que yk soit pro
he de f(xk) et don
que yk+1 soit pro
he de f(xk+1). On dé�nit don
 la suite (yk) par la relation deré
urren
e :

yk+1 = yk(1 + h)Cette suite est géométrique de raison (1 + h) et 
omme y0 = 0 et h = 1
n
on a don
 :

∀k ∈ N yk = (1 +
1

n
)k

2 Equation di�érentielle y'=yThéorème 4. Il existe une unique fon
tion f dé�nie et dérivable sur R telle que : f ′ = fet f(0) = 1.Existen
e admise, on va prouver l'uni
ité.http://prof.pantaloni.free.fr
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Lemme 1. Si il existe une fon
tion f dé�nie et dérivable sur R telle que f ′ = et f(0) = 1alors elle véri�e : ∀x ∈ R f(−x)f(x) = 1 et par 
onséquent f ne s'annule pas.Démonstration. On pose la fon
tion ϕ dé�nie par : ∀x ∈ R ϕ(x) = f(−x)f(x). Ondérive, ϕ′ = 0 et ϕ(0) = 1On prouve maintenant l'uni
ité :Démonstration. Supposons qu'il existe deux fon
tions f et g qui dé�nies et dérivablessur R telle que : f ′ = f , g′ = g et f(0) = g(0) = 1. D'après le lemme, 
es fon
tions nes'annulent pas, et don
 on peut 
onsidérer la fon
tion ψ dé�nie et dérivable sur R par :
ψ = f

g
. On dérive, ψ′ = 0 et ψ(0) = 1. Don
 ψ est 
onstante, égale à 1, ainsi f = g.Cette unique fon
tion s'appelle la fon
tion exponentielle et on la note exp : x 7→ exp(x)Pour 
al
uler des valeurs appro
hées de exp(x) on peut utiliser la méthode d'Euler. Ondéduit du lemme1 et de la 
ontinuité de exp sur R la propriété qui sera très utile plustard pour des études de signe :Propriété 12. La fon
tion exp est stri
tement positive sur R

∀x ∈ R, ex > 0

3 Méthode d'Euler-valeur appro
hée de exp(x)

• Soit n ∈ N∗. On pose h = 1
n
pour le pas de la méthode. On fera ensuite tendre lepas vers zéro en faisant tendre n vers l'in�ni.

• On dé�nit une suite d'abs
isses. On part de x0 = 0 et xk+1 = xk + h pour toutentier naturel k. Cette suite est arithmétique de raison h = 1
n
don
 on a le termegénéral :

∀k ∈ N xk =
k

n

• On dé�nit maintenant la suite des ordonnées des points que l'on pla
e. On partde y0 = 1 puisque f(0) = 1. On applique alors l'approximation a�ne, f(xk+1) =
f(xk + h) d'où : f(xk+1) = f(xk + h) ≃ f(xk) + hf ′(xk). Or f véri�e aussi f = f ′sur R don
 : f(xk+1) ≃ f(xk)(1 + h). On veut que yk soit pro
he de f(xk) et don
que yk+1 soit pro
he de f(xk+1). On dé�nit don
 la suite (yk) par la relation deré
urren
e :

yk+1 = yk(1 + h)Cette suite est géométrique de raison (1 + h) et 
omme y0 = 0 et h = 1
n
on a don
 :

∀k ∈ N yk = (1 +
1

n
)k

Appli
ation : Si on veut une valeur appro
hée de exp(1) il faut remarquer que xk = k
n

=
1 ⇐⇒ k = n. On a don
 : exp(1) = limn→∞(1 + 1

n
)n (On admet que 
ette limite existei.e. que la méthode d'Euler 
onverge) Pour des grandes valeurs de n on obtient les valeursappro
hées suivantes :

(1 +
1

2
)2 = 2, 25 (1 +

1

10
)10 ≃ 2, 59 (1 + 10−3)1000 ≃ 2, 717 (1 + 10−6)106 ≃ 2, 71828Cette valeur limite est notée ehttp://prof.pantaloni.free.fr
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Propriété 13. La valeur de exp(1) est notée e , 
'est un réel trans
endant (
omme π).
exp(1) = e = lim

n→∞
(1 +

1

n
)n

4 Propriétés algébriquesPropriété 14. Pour tous réels a et b et tout entier relatif n, on a les formules :
exp(−a) =

1

exp(a)
(III.1)

exp(a+ b) = exp(a) × exp(b) (III.2)
exp(a− b) =

exp(a)

exp(b)
(III.3)

exp(a× n) = (exp(a))n (III.4)La relation (III.2) s'appelle la relation fon
tionnelle de l'exponentielle.Démonstration. (III.1) dé
oule du Lemme 1. (III.3) dé
oule de (III.2) et (III.1). (III.4) seprouve à partir de (III.2) par ré
urren
e sur n. L'essentiel est de prouver (III.2) :Soit b ∈ R. On 
onsidère la fon
tion χ de x où b est un paramètre dé�nie par : χ(x) =
exp(x+ b)

exp(x)
On dérive, χ′ = 0 et χ(0) = exp(b). Don
 pour tout réel x, exp(x + b) =

exp(x) exp(b). Ce
i pour tout réel b. D'où (III.2)Preuve de (III.4) : Soit a un réel. Soit P(n) : � exp(a × n) = (exp(a))n � Prouvonspar ré
urren
e sur n que P(n) est vraie pour tout n ∈ N. Ini : Comme exp(a) 6= 0,
exp(a)0 = 1 = exp(0) ok...
5 Notation exponentielleLa formule (III.4) donne pour a = 1 : exp(n) = (exp(1))n = en Par analogie, pourtout réel x on note exp(x) = ex. On a don
 les règles de 
al
ul usuelles ave
 les puissan
espour tous réels a et b et tout n ∈ Z :

ea × eb = ea+b ea

eb
= ea−b (ea)n = ea×n

Cas parti
uliers importants : e1 = e e0 = 1 e−x =
1

ex
f tou
he de la 
al
ulette. Attention selon modèle on tape ou non le 
hapeau. Attentionaux parenthèses. Exer
i
es à base de simpli�
ation d'expressions.Exer
i
e no 5É
rire plus simplement les expressions suivantes en utilisant les règles sur l'exponentielle :
A = e2 × e3 B =

(e2)4

e3
C =

( 1

ex

)2

D =
(ex)2 × ex

e−x
E =

e3x−1

e2−xhttp://prof.pantaloni.free.fr
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Exer
i
e no 6Prouver les égalités suivantes :
e2x −1

e2x +1
=

ex − e−x

ex + e−x

6 Étude de la fon
tion exponentielle6.1 Dérivée et variationPropriété 15. La fon
tion exponentielle est sa propre dérivée : (ex)′ = exD'après la propriété 12, on en déduit :Propriété 16. La fon
tion exponentielle est stri
tement 
roissante sur RPropriété 17 (Dérivée d'une fon
tion 
omposée ave
 ex). Si u désigne une fon
tiondérivable sur R alors exp(u) est dérivable et :
[eu(x)]′ = u′(x) × eu(x)

6.2 Équations et inéquationsPropriété 18. ∀a, b ∈ R, ea
6 eb ⇐⇒ a 6 bDémonstration. On prouve 
haque sens séparément. Soit a et b deux réels.

(⇐=) a 6 b =⇒ ea 6 eb 
ar exp est 
roissante sur R.
(=⇒) Si ea 6 eb. Supposons que a soit stri
tement supérieur à b, alors 
omme exp est stri
te-ment 
roissante sur R on aurait ea stri
tement supérieur à eb.Propriété 19. ∀a, b ∈ R, ea = eb ⇐⇒ a = bDémonstration. On prouve 
haque sens séparément. Soit a et b deux réels.
(⇐=) a = b =⇒ ea = eb 
ar exp est une appli
ation.
(=⇒) Si on a ea = eb on pro
ède par double inéquation :

• ea = eb =⇒ ea 6 eb =⇒ a 6 b

• ea = eb =⇒ ea 6 eb =⇒ a > bOn a don
 a = b.
△! Attention, l'équation : ex = a n'a pas de solution si a 6 0 mais gra
e au TVI, on peutprouver que :Exer
i
e no 7Résoudre dans R :(a) e5x−1 = 1 (b) e2x−1 = e3x−2 (
) e5x−1 = −2 (d) e ex2

= (e2x+1)
2Exer
i
e no 8p31 no 17, 18, 24, 25, 26, 27.Exer
i
e no 9http://prof.pantaloni.free.fr
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Résoudre dans R : ex − 1
(ex)2

6 0Exer
i
e no 10On dé�nit deux fon
tions, 
osinus hyperbolique et sinus hyperbolique par :
h(x) =
ex + e−x

2
et sh(x) =

ex − e−x

21. Prouver que : ∀x ∈ R, 
h2(x) + sh2(x) = −1.2. Démontrer que pour tout réel x : 
h(2x) = 2
h2(x) − 1 et sh(2x) = 2
h(x)sh(x)3. Prouver que : 
h(x + y) = 
h(x)
h(y) + sh(x)sh(y) et sh(x + y) = sh(x)
h(y) +
h(x)sh(y).4. On dé�nit tangente hyperbolique par th=sh/
h. Prouver que th(x) = e2x −1
e2x +1

et th′ =

1 − th2Propriété 20 (Logarithme néperien). Pour tout réel stri
tement positif a, l'équation en
x :

ex = a (III.5)a une unique solution que l'on note : ln(a) appelée logarithme néperien de a.On trouve 
ette fon
tion sur la 
al
ulette sur la même tou
he que exp. Ne pas 
onfondreave
 log.Exemple: ex = 2 =⇒ x = ln(2).Exer
i
e no 11Résoudre dans R : e2x +3 ex −4 = 0 Solution:∆=25,X1=1,X2=−4Exer
i
e no 12Résoudre les équations suivantes qui se ramènent à des équations du se
ond degré.On pourra poser X = ex

2 e2x −3 ex +1 = 0 (III.6)
e2x −2 ex = 0 (III.7)

ex +12 e−x +7 = 0 (III.8)
6.3 Courbe, approximation a�ne

−4 −3 −2 −1 1 2

1

2

3

4

y = ex

e
y
=

x
+

1

PSfrag repla
ements
O
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Sur la 
ourbe tra
ée 
i-dessus, on a aussi tra
é la droite d'équation y = x + 1 qui est latangente en zéro la 
ourbe de exp.Propriété 21. Pour x pro
he de zéro, ex est pro
he de x+ 1. Plus pré
isément, il existeune fon
tion ε qui tend vers zéro en zéro (lim
x→0

ε(x) = 0) telle que pour tout réel x :
ex = x+ 1 + xε(x)Démonstration. On applique la formule de l'approximation a�ne vue en première pourune fon
tion f dérivable au voisinage de a : f(x + a) = f(a) + xf ′(a) + xε(x). Comme

exp(0) = 1 on a le résultat souhaité pour a = 0.Propriété 22. Cexp est au dessus de sa tangente en zéro. i.e.
∀x ∈ R, ex

> x+ 1Démonstration. On pose ϕ la fon
tion dé�nie par : ϕ(x) = ex −x− 1 et on veut proiuverque 
ette fon
tion est positive sur R pour 
elà, on l'étudie. ϕ est dérivable sur R et on a :
ϕ′(x) = ex −1. Or :

ex −1 > 0 ⇐⇒ ex
> e0 ⇐⇒ x > 0D'où les variations de ϕ qui admet ainsi un minimum en zéro qui vaut : ϕ(0) = 0. Don


ϕ est positive sur R.Ce
i permet d'établir la limite de la fon
tion exponentielle en +∞

6.4 Limites � Croissan
e 
omparéeOn a démontré en T.D. par 
omparaison les limites suivantes (où n ∈ N )

lim
x→−∞

ex = 0 lim
x→+∞

ex = +∞ lim
x→−∞

xn ex = 0 lim
x→+∞

ex

xn
= +∞

La première limite indique que l'axe de abs
isses est asymptote à Cexp en −∞. Les deuxdernières sont a priori des formes indéterminées que l'on retient par �L'exponentiellel'emporte sur les puissan
es de x.�

http://prof.pantaloni.free.fr
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Chapitre IV
Nombres Complexes, généralités
Introdu
tion
0.5 Résolution historiqueAu XVIe siè
le les algébristes italiens apprennent à résoudre les équations du troisièmedegré, en les ramenant à des équations du deuxième degré dont la résolution est 
onnuedepuis le IXe siè
le grâ
e auxs mathémati
iens arabes. On attribue à Cardan (GirolamoCardano : Pavie 1501-Rome 1576) la formule (IV.2) donnant une solution à l'équation dutroisième degré d'in
onnue x :

x3 = px+ q (IV.1)En fait, Tartaglia (Ni

olò Tartaglia : Bres
ia 1500 - Venise 1557) autodida
te auraitdé
ouvert la formule en 1539 et l'aurait exposée au professeur respe
té Cardan qui l'apublié dans son Ars magna en 1545 
omme étant sa propre dé
ouverte, le reste de l'histoireest romanesque.
x =

3

√
q

2
+

√(q
2

)2

−
(p

3

)3

+
3

√
q

2
−

√(q
2

)2

−
(p

3

)3 (IV.2)
Dé�nition 12. Pour a ∈ R, on note 3

√
a appelé ra
ine 
ubique de a l'unique réel xvéri�ant x3 = a.La ra
ine 
ubique, 
ontrairement à la ra
ine 
arrée est dé�nie pour tout réel 
ar x 7→ x3est stri
tement 
roissante sur R, et varie de −∞ à +∞. Par exemple, 3

√
−8 = −2 
ar

(−2)3 = −8.1. Prouver que toute équation de degré trois don
 de la forme ax3 + bx2 + cx+ d = 0ave
 a, b, c, d trois réels et a 6= 0 peut se mettre sous la forme x3 +b′x2 +c′x+d′ = 02. Prouver que toute équation de degré trois de la forme x3 + bx2 + cx + d = 0 peutse mettre sous la forme de l'équation (IV.1) à l'aide du 
hangement de variable :
x = X − b

3
.3. Voyons sur un exemple 
omment ils trouvèrent la formule improbable (IV.2). On
onsidère l'équation :

x3 = 6x+ 20 (IV.3)a. On pose x = u+ v. Que devient l'équation (IV.3) ?25
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b. Quelle valeur su�t-il d'imposer au produit uv pour que (IV.3) s'é
rive u3+v3 =
20 ?
. On pose U = u3 et V = v3. Former et résoudre une équation de degré deuxayant pour solutions U et V .d. En déduire que :

3

√
10 + 2

√
23 +

3

√
10 − 2

√
23est une solution de (IV.3).e. Optionnel : Etudier x 7→ x3−6x−20 sur R pour voir qu'il n'y a qu'une solutionà l'équation (IV.3).La méthode de Tartaglia-Cardan 
onduit 
ependant, dans 
ertains 
as, à un paradoxeque Bombelli(1526-1572) va essayer de surmonter. Il publie en 1572 dans son l'Algebraopera l'exemple suivant :

0.6 Des nombres impossiblesOn 
onsidère l'équation :
x3 = 15x+ 4 (IV.4)1. Combien vaut alors la quantité : (

q

2

)2 −
(

p

3

)3 qui apparaît dans la formule (IV.2) ?2. Prouver 
ependant que 4 est solution de (IV.4)L'idée et l'auda
e de Bombelli est de faire 
omme si −121 était le 
arré d'unnombre imaginaire qui s'é
rirait 11
√
−1. Il appella √

−1 piu di meno qui sera noté iplus tard par Euler(1734-1810) en 1777. Grâ
e à 
e stratagème,Bombelli retrouvela solution réelle 4 :3. Développer (2 + i)3 et (2 − i)3 en tenant 
ompte de i2 = −1.4. En déduire que (2 + i) + (2 − i) est solution de (IV.4).Ce nombre � √
−1 � quali�é d'impossible va sus
iter beau
oup de mé�an
e et depolémique pendant deux siè
les jusqu'à Argand en 1806 qui proposera une repré-sentation géométrique de 
es nombres imaginaires (de la forme a + ib ave
 a ∈ R,

b ∈ R) et Gauss(1777-1855) qui les nommera Nombres 
omplexes.
1 Introdu
tion-Premières dé�nitions1.1 HistoriqueCf. a
tivité. Bombelli en voulant résoudre x3 = 15x+4 a utilisé des ra
ines de nombresreels negatifs, 
omme √−1. On a peu a peu 
onstruit un ensemble plus grand que R qui
ontient un nombre imaginaire note i solution de l'equation x2 = 1. La notation √ resteréservée aux réels positifs. On n'é
rira plus √−1.
1.2 Constru
tion de CDé�nition 13. On appelle ens. des nombres 
omplexes note C l'ens des a+ ib où a et bsont des reels et i une solution de x2 = −1Dans la suite, a et b désigneront deux réels, et z un nombre 
omplexe égal à a+ ib.http://prof.pantaloni.free.fr
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Dé�nition 14. Si b = 0 on dit que z = a est réel, si a = 0, on dit que z = ib est unimaginaire pur.Remarque : R ⊂ C. On a don
 les in
lusions d'ensembles de nombres :
N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ CLes règles de 
al
ul de R se prolongent à C en tenant 
ompte de i2 = −1 On de�nitl'addition et la multipli
ation de deux 
omplexes :� Addition : La somme de deux 
omplexes est un 
omplexe. z+z′ = ... (L'opération +est asso
iative et 
ommutative, l'élement neutre est le réel 0. Tout 
omplexe admetun opposé. On dit que C muni de l'addition est un groupe.� Multipl
ation. . .idem.Propriété 23. C est stable par addition et multipli
ation, la multipli
ation est distributivesur l'addition, tout 
omplexe non nul admet un inverse qui est un nombre 
omplexe. Ondit que C est un 
orps.Propriété 24. Tout 
omplexe z s'é
rit de manière unique sous la forme a+ ib = ℜ(z) +

iℑ(z) appelée forme algebrique du 
omplexe zDémonstration.
• a+ ib = 0 ⇐⇒ (a = 0 et b = 0). Car sinon i ∈ R

z = z′ ⇐⇒ z − z′ = 0 ⇐⇒ ...

Dé�nition 15. Lorsqu'un nombre 
omplexe z est mis sous forme algébrique a+ ib, alors
a s'appelle la partie réelle de z, notée ℜ(z) et b sa partie imaginaire, notée : ℑ(z).� La partie imaginaire 
omme la partie réelle est un nombre réel !
Exemple: ℜ(1 + 2i) = 1 et ℑ(1 + 2i) = 2 et pas 2iConsequen
e : On peut identi�er partie réelle et imaginaire de deux 
omplexes quisont égauxPropriété 25. z = z′ ⇐⇒ (ℜ(z) = ℜ(z′) et ℑ(z) = ℑ(z′))

1.3 Conjugué d'un nombre 
omplexeDé�nition 16. On appelle 
onjugué de z, noté z̄Propriété 26. Conjugué de : z + z′, zz′, zn, z
z′Propriété 27. z ∈ R ⇐⇒ z = z̄ et z ∈ iR ⇐⇒ z + z̄ = 0

• Démonstration. z = z̄ ⇐⇒ · · · ⇐⇒ 2ib = 0 ⇐⇒ b = 0 ⇐⇒ z ∈ R En parti
ulier,
λ̄z = λz̄ pour λ ∈ R.
http://prof.pantaloni.free.fr
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1.4 Module d'un nombre 
omplexePropriété 28. zz̄ ∈ R+ Et on a la formule zz̄ = a2 + b2Dé�nition 17. On appelle module d'un nombre 
omplexe, noté |z| le réel positif : √zz̄Remarque, 
ette notation est la même que la valeur absolue d'un reel et 
'est bienjusti�e, les deux 
oin
ident sur R.Propriété 29. Module de zz′, z/z′Remarque : C 
'est 
ool, mais on a perdu qq
hose : l'ordre, 
'est le bordel, mais ilreste le module... Formule de l'inverse : 1/z = z̄/zz̄

2 Géométrie dans le plan 
omplexeOn se pla
e dans un plan muni d'un repère orthonormé (O ; ~u,~v).Dé�nition 18. On appelle a�xe d'un point A de 
oordonnées 
artésiennes (x; y) lenombre 
omplexe : zA = x+ iy.D'après l'uni
ité des 
oordonnées 
artésiennes d'un point dans un repère donné et de laforme algébrique d'un 
omplexe, tout point du plan a une unique a�xe et tout 
omplexeest l'a�xe d'un point du plan. On peut don
 identi�er C au plan, on parle alors du plan
omplexe de la même manière que l'on parlait de la droite réelle.Propriété 30. Dans le plan 
omplexe, les réels sont représentés par l'axe des abs
isseset les imaginaires purs par l'axe des ordonnées.Propriété 31 (Interprétation géométrique du 
onjugué). Soit un point A d'a�xe z et A′d'a�xe z′. Alors A et A′ sont symétriques par rapport à (Ox) ssi z′ = z̄.
Dé�nition 19. Soit −→w un ve
teur de 
oordonnées 

 a

b


 on appelle a�xe du ve
teur

−→w le 
omplexe z−→w = a+ ibAinsi on a gra
e aux règles de 
al
ul sur les 
omplexes :Propriété 32. Pour deux points A et B d'a�xe zA et zB, on a : z−→
AB

= zB − zA .Propriété 33 (Interprétation géométrique du module). Soit un point A d'a�xe zA et Bd'a�xe zB.
AB = ‖−→AB‖ = |z−→

AB
| = |zB − zA|Cette égalité est vraie 
ar le repère (O ; ~u,~v) estorthonormé.Exer
i
e no 13Prouver que le triangle OAB est iso
èle re
tangle où A et B sont les points d'a�xesrespe
tives :

zA = 1 + 2i et zB = −2 + iExemple: (fondamental) L'ensemble des points d'a�xe de module 1 est le 
er
le de
entre O et de rayon 1.http://prof.pantaloni.free.fr



3. ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ 29

Propriété 34. Deux ve
teurs −→w et −→w′ sont 
olinéaires ssi il existe un réel k tels que :
z−→w = kz−→

w′Démonstration. On l'é
rit ave
 les 
oordonnées de ve
teurs. Straight forward.Propriété 35. Trois points A, B, C sont alignés ssi il existe un réel k tel que :
zB − zA = k(zC − zA)

3 Équation du se
ond degréL'obje
tif est de résoudre dans C toutes les équations du se
ond degré à 
oe�
ientsréels. i.e. de la forme :
az2 + bz + c = 0 où a ∈ R∗, b ∈ R, c ∈ R

3.1 Forme 
anoniqueOn 
ommen
e à la main, sans formule, en utilsant la forme 
anonique.Exemple: On veut résoudre : z2 + 2z + 5 = 0 :
z2 + 2z + 5 = (z + 1)2 − 1 + 5 = (z + 1)2 + 4 = (z + 1)2 − (2i)2

D'où la fa
torisation et la résolution :
z2 + 2z + 5 = 0 ⇐⇒ (z + 1 − 2i) · (z + 1 + 2i) = 0 ⇐⇒ z ∈ {−1 + 2i ; −1 − 2i}Résoudre de la même manière les équations du se
ond degré suivantes dans C :(a) z2 − 4z + 5 = 0 (b) z2 + 6z + 11 = 0 (
) 2z2 − 4z + 3 = 0

3.2 FormulesCette te
hnique vue par fa
torisation grâ
e à la forme 
anonique est systématique eton peut don
 obtenir des formules, similaires à 
elles des ra
ines réelles.1. Mettre az2 + bz + c sous forme 
anonique. On fera apparaître ∆ = b2 − 4ac2. On suppose que ∆ < 0. É
rire ∆

4a2

omme le 
arré d'un nombre 
omplexe.3. En déduire une fa
torisation de az2 + bz + c sous la forme :

az2 + bz + c = a(z − z1)(z − z1) où z1 ∈ C4. En déduire les formules donnant les ra
ines 
omplexes de az2 + bz + c dans le 
asoù le dis
riminant est négatif.Remarque : Comme dans R, si b, le 
oe�
ient de z, est nul on n'applique pas 
es formules
omme un âne. On pro
ède ainsi :Exemple: z2 + 3 = 0 ⇐⇒ z2 − (i
√

3)2 = 0 ⇐⇒ z ∈ {i
√

3 ; −i
√

3}http://prof.pantaloni.free.fr
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3.3 Appli
ation
Exer
i
e no 14Résoudre dans C les équations suivantes en appliquant les formules pré
édentes.1. (a) 2z2 + 4z + 5 = 0 (b) −2z2 + 6z − 5 = 0 (
) −5z2 + 2z + 2 = 02. (a) z2 + z + 1 = 0 (b) (z2+2)(z2−4z+4) =

0
(
) (z+ 1)2 = −(2z+ 1)2

3. (a) 2z4 − 9z2 + 4 = 0 (b) (z2 + 1)
2

= 1 (
) z − 1

z + 1
= z + 2

Exer
i
e no 15Équation à 
oe�
ients symétriques. Soit l'équation (E) : z4 − 5z3 +6z2 − 5z+1 = 0Prouver que (E) est équivalente au système : 



u2 − 5u+ 4 = 0

u = z +
1

zRésoudre u2 − 5u+ 4 = 0, puis résoudre l'équation (E) dans C.Exer
i
e no 16Un grand 
lassique du rire. On veut résoudre une équation de degré trois dans C. Onne vous donnera pas de formule, mais on vous présentera toujours les 
hoses à peu prèsainsi : On exhibe ou fait trouver une � solution évidente � z0, on fa
torise par (z − z0) lepolynome de départ, et on est alors ramené à une équation de degré deux.1. Pour tout 
omplexe z, on pose P (z) = z3 − 12z2 + 48z− 128. Cal
uler P (8). Déter-miner trois réels a, b, c tels que pour tout 
omplexe z :
P (z) = (z − 8)(az2 + bz + c)Résoudre dans C l'équation P (z) = 0.

http://prof.pantaloni.free.fr



Chapitre V
Bary
entres et droites de l'espa
e
1 Bary
entre : rappelsRappel des di�érentes utilisations du bary
entre en s
ien
es physiques :� Centre d'inertie. Cette notion permet de modéliser des systèmes solides 
omplexespar des masses pon
tuelles, les for
es subies par le système s'appliquant au 
entrede masse, ou 
entre d'inertie.� Point d'équilibre d'un système.� Utilisation en 
himie : molé
ules polaires (moment dipolaire). Importan
e pour laquestion de solubilité d'une molé
ule dans un solvant.Feuille de rappels (mathématiques) lue et 
ommentée.Séan
es d'exer
i
es, annales à partir des 
onnaissan
es de première.RappelsOn peut dé�nir le bary
entre d'un nombre quel
onque de points pondérés, pourvu que lasomme des masses soit non nulle. Je traite i
i le 
as de trois points.Dé�nition 20. Soit le système de points pondérés {(A; a); (B; b); (C; c)} ave
 : a+b+c 6=
0. Il existe un unique point G appelé bary
entre de 
e système véri�ant :

a.
−→
GA + b.

−−→
GB + c.

−→
GC =

−→
0 (V.1)Propriété 36 (Homogénéité du bary
entre). Soit k un réel non nul. Le bary
entrereste in
hangé si on multiplie toutes les masses par k.Propriété 37 (Position du bary
entre de deux points). Soit G = Bar{(A; a); (B; b)}

(i) G ∈ (AB).
(ii) Si a et b sont de même signe : G appartient à [AB] et est plus près du point quiest a�e
té de la masse la plus grande en valeur absolue.
(iii) Si a et b sont de signes 
ontraires : G est en dehors du segment [AB] du 
�té dupoint qui est a�e
té de la masse la plus grande en valeur absolue.Propriété 38. Pour tout pointM , si a+b+c 6= 0 on note G = Bar {(A; a); (B; b); (C; c)}et on a :

a.
−−→
MA+ b.

−−→
MB + c.

−−→
MC = (a+ b+ c)

−−→
MG (V.2)On le démontre à partir de (V.1) en in
rustant le point M dans les quatre ve
teurs àl'aide de la relation de Chasles. En parti
ulier si on est dans un plan muni d'un repère

(O;~ı ;~ ) on en déduit les 
oordonnées du G en posant M = O dans (V.2) :31
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Propriété 39. Les 
oordonnées de G = Bar {(A; a); (B; b); (C; c)} dans (O;~ı ;~ ) sont :
xG =

axA + bxB + cxC

a+ b+ c
yG =

ayA + byB + cyC

a+ b+ cEn remplaçant M par le point A dans (V.2) on a une expression utile pour pla
er G :
−→
AG =

b

a+ b+ c

−→
AB +

c

a+ b+ c

−→
ACLa relation 
i-dessus prouve que G appartient au plan (ABC) et que ses 
oordonnéesdans le repère (A;

−→
AB;

−→
AC) sont : G(

b

a+ b+ c
;

c

a+ b+ c
)Propriété 40 (Théorème d'asso
iativité). Soit trois réels a, b et c tels que : a+b+c 6=

0 et a+ b 6= 0. On 
onsidère alors les deux bary
entres :
G = Bar {(A; a); (B; b); (C; c)} et H = Bar {(A; a); (B; b)} .Alors :

G = Bar {(H; a+ b); (C; c)}Plus généralement, le bary
entre G de n points pondérés (n ∈ N, n > 3) est in
hangési on rempla
e p points pondérés (p < n) dont la somme des masses m est non nulle parleur bary
entre H (dit partiel) a�e
té de ladite masse m.
1.1 Droites, segments de l'espa
eDans 
ette partie, E désigne l'ensemble des points de l'espa
e à trois dimensions. A et
B sont deux points distin
ts de E .
Relation ve
torielleOn 
onsidère le point Mk de E véri�ant la relation suivante où k désigne un réel :

−−→
AMk = k

−→
AB (V.3)Alors on a les résultats suivants qui proviennent du repérage sur une droite, 
ar k repré-sente l'abs
isse du point Mk dans le repère (A;
−→
AB) de la droite (AB).

① Lorsque k dé
rit R, Mk dé
rit (AB).
② Lorsque k dé
rit R+, Mk dé
rit [AB).
③ Lorsque k dé
rit [0 ; 1], Mk dé
rit [AB].
④ Lorsque k dé
rit R∗, Mk dé
rit (AB) privée de A.
⑤ Lorsque k dé
rit R \ {a}, Mk dé
rit (AB) privée de Ma. (où a ∈ R)

Cara
térisation bary
entriqueDroitesPropriété 41. La droite (AB) est l'ensemble des bary
entres de A et B. i.e.
M ∈ (AB) ⇐⇒ ∃(a; b) ∈ R2; M = Bar{(A; a); (B; b)} ave
 a+ b 6= 0Démonstration. On prouve les deux sens séparément, en utilisant la 
ara
térisation :

M ∈ (AB) ⇐⇒ ∃k ∈ R;
−−→
AM = k

−→
AB

http://prof.pantaloni.free.fr
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SegmentPropriété 42. Le segment [AB] est l'ensemble des bary
entres de A et B ave
 des massesde même signe. i.e.
M ∈ [AB] ⇐⇒ ∃(a; b) ∈ R2; M = Bar{(A; a); (B; b)} ave
 a+ b 6= 0 et ab > 0Démonstration. 
f Première, et feuille de rappels pour la position du bary
entres (plusprès de quel point ?). Rappels à l'oral sur le 
as où les masses sont de signes 
ontraires.

1.2 Plans et trianglesCara
térisation bary
entriquePlanPropriété 43. Le plan (ABC) est l'ensemble des bary
entres de A, B et C. i.e.
M ∈ (ABC) ⇐⇒ ∃(a; b; c) ∈ R3; M = Bar{(A; a); (B; b); (C; c)} ave
 a+ b+ c 6= 0Démonstration. On prouve les deux sens séparément, en utilisant la 
ara
térisation :

M ∈ (ABC) ⇐⇒ ∃(x; y) ∈ R2;
−−→
AM = x

−→
AB + y

−→
AC

Intérieur d'un trianglePropriété 44. L'intérieur du triangle ABC est l'ensemble des bary
entres de A, B et Cave
 des masses stri
tement positives.Démonstration. On prouve les deux sens séparément, géométriquement, par le théorèmed'asso
iativité.
① Soit a, b, c trois réels stri
tement positifs. On 
onsidèreM = Bar{(A; a); (B; b); (C; c)}.Comme b+ c > 0 on peut 
onsidérer H = Bar{(B; b); (C; c)} qui appartient à [BC],alors par asso
iativité du bary
entre :

M = Bar{(A; a); (H; b + c)}Comme a et b + c sont du même signe, non nuls, M ∈ [AH] di�érent de A et H.Figure. � Don
 � M est à l'intérieur du triangle ABC.
② Ré
iproque, on refait la 
onstru
tion dans l'autre sens. On appelle H l'interse
tionde [AM ] et [BC]. Comme H ∈ [BC] (di�érent de B et C) alors il existe b et cstri
tement positifs tels que : H = Bar{(B; b); (C; c)}. De même il existe a′ et kstri
tement positifs tels que : M = Bar{(A; a′); (H; k)}. Par homogénéité en multi-pliant les masses par b+c

k
(stri
tement positif), on obtient, en notant a = a′× b+ c

k
:

M = Bar{(A; a); (H; b + c)} don
 M = Bar{(A; a); (B; b); (C; c)}

Remarque. La preuve peut être refaite ave
 des masses stri
tement négatives. Par 
onsé-quent, on retiendra qu'un point appartient à l'intérieur du triangle ABC ssi il est bary-
entre de A, B et C a�e
tés de masses non nulles, de même signe.Remarque. Si une des masse a, b ou c est nulle, le point appartient à un 
�té du triangle,et si deux masses sont nulles, le point est un sommet du triangle.Exer
i
e d'appli
ation : 
f Poly Bary
entres fp3http://prof.pantaloni.free.fr
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2 Représentations paramétriques d'une droite de l'es-pa
e
2.1 T.P. sur GeoGebra (
as des droites du plan)Compte rendu sur feuille par bin�me, puis oral en 
lasse. Ramasser quelques 
omptesrendus.Questions 
omplémentaires pour faire le point sur leurs 
onnaissan
es et leur 
ompréhen-sion de la problématique soulevée par le TP (à l'oral) :

① Une représentation paramétrique d'une droite est elle unique ? (Bah non ! observer(1) et (2) qui dé�nissent toutes deux ∆)
② Mais alors, quel lien y a-t-il entre 
es deux représentations paramétriques ?
③ Quel nom donne-t-on aux ve
teurs ~u et ~v dont on a trouvé les 
oordonnées au 6.
.et 6.d. ?
④ Que peut-on dire de 
es deux ve
teurs (dire
teurs de ∆) ?
⑤ Cette 
ondition de 
olinéarité est elle su�sante pour établir que les deux systèmesreprésentent la même droite ?
⑥ Comment 
ara
tériser une droite ? (Deux points, oui. . . mais en
ore. . . bary
entres. . .ve
teur dire
teur et un point.)

2.2 Cara
térisation analytique d'une droite de l'espa
eIntrodu
tionEn T.P. on a étudié le problème physique de la traje
toire re
tiligne de deux pointsmobiles dans le plan. On a vu qu'il fallait distinguer point d'interse
tion des traje
toireset � 
ollision � des deux points mobiles. Dans le plan, pour savoir si des traje
toires re
-tilignes sont sé
antes, il su�t de savoir si les droites sont parallèles, 
e qui est simple.Que donne le même problème dans l'espa
e ? L'obje
tif est de savoir déterminer par le
al
ul si deux droites sont sé
antes, et le 
as é
héant savoir 
al
uler les 
oordonnées de
e point d'interse
tion. Pour 
elà il nous faut une 
ara
térisation analytique d'une droitede l'espa
e. Malheureusement, il n'y a pas d'équation de droite dans l'espa
e. . . On verraensuite qu'une équation de la forme ax+ by + cz + d = 0 est en fait 
elle d'un plan.Une droite D de E est dé�nie :� Soit par deux points distin
ts A et B de D . (Alors D = (AB))� Soit par un point A et un ve
teur dire
teur ~u . (Alors (A; ~u ) est un repère de D)(Rappels oraux sur les ve
teurs dire
teurs.)Dé�nition 21. Soit ~u un ve
teur non nul et A un point de E . La droite passant par A etde ve
teur dire
teur ~u est l'ensemble des points M de E tels que −−→AM = t~u où t dé
rit R.On veut traduire 
elà ave
 des 
oordonnées. Dans la suite, l'espa
e est rapporté à unrepère (O ;~ı,~,~k).Propriété 45 (Représentation paramétrique de droite). Soit D une droite de l'espa
e. Onnote A(xA; yA; zA) un point de D et ~u (a; b; c)un ve
teur dire
teur de D . (xA, yA, zA, a, b, csont des réels ave
 a, b, c non tous nuls).http://prof.pantaloni.free.fr
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La droite D est l'ensemble des points M(x; y; z) de E pour lesquels il existe un réel t telque −−→
AM = t~u . D est don
 
ara
térisée par le système :





x = xA + ta

y = yA + tb

z = zA + tc

, où : t ∈ R (V.4)
Démonstration. Straight forward. Deux ve
teurs sont égaux ssi ils ont les mêmes 
oor-données. Or :

−−→
AM




x− xA

y − yA

z − zA


 et ~u




a

b

c


 don
 t~u




ta

tb

tc




M ∈ D ⇐⇒ ∃t ∈ R;
−−→
AM = t~u . En identi�ant les trois 
oordonnées, on obtient lerésultat.Un système 
omme (V.4) s'appelle une représentation paramétrique de D . Le para-mètre est t. On peut mettre n'importe quelle lettre à la pla
e de t. Il peut être utile dese représenter t 
omme le temps (variant dans R) et le point M 
omme un point mobiledans l'espa
e en fon
tion du temps dont les 
oordonnées véri�ent le système (V.4).Remarque. Une représentation paramétrique 
omme (V.4) 
ara
térise la droite passantpar A(xA; yA; zA) et de ve
teur dire
teur ~u (a; b; c). On peut déterminer xA, yA, zA, a, b, cà partir du système que 
onstitue (V.4).Exer
i
e no 171. Donner une représentation paramétrique de la droite (IJ) où I(−1; 0; 2) et J(3;−2; 1).Une fois fait : Tout le monde a-t-il la même représentation paramétrique ? En donnerune autre.2. Le point A(3; 0, 1) appartient-il à (IJ) ? Et B(3;−2; 1) ? Et C(4; 4; 4) ?3. Donner une représentation paramétrique de la droite parallèle à (IJ) passant par A.4. Déterminer l'interse
tion de (IJ) ave
 le plan (xOy). Solution:On
hoisitunve
teurdire
teur,parexemple−→IJ(4;−2;−1)etunpoint,IouJ...Une fois fait : Tout le monde a-t-il la même représentation paramétrique ? En donnerune autre.Remarque. Une droite n'a pas une unique représentation paramétrique. On a le 
hoixpour le ve
teur dire
teur et pour le point. Alors 
omment savoir si deux représentationsdi�érentes 
ara
térisent la même droite ?Exer
i
es
f. Représentations paramétriques de droites. fp.1 (�
hier Exos_Repres_par_droites_fp1.tex)Compéten
es à avoir.
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① Savoir véri�er si un point appartient à une droite dont on donne une représentationparamétrique.
② Savoir déterminer les 
oordonnées de deux (ou plus) points sur une droite dont ondonne une représentation paramétrique.
③ Savoir déterminer une représentation paramétrique d'une droite D 
onnaissant :� Un point et un ve
teur dire
teur de D .� Deux points distin
ts de D .� Un point et sa
hant que D est parallèle à une droite D ′ dont on a une représen-tation paramétrique.
④ Savoir dé
ider si deux droites dont on donne des représentations paramétriques sont :� Parallèles.� Confondues.� Sé
antes, et dans 
e 
as savoir déterminer les 
oordonnées du point d'interse
tion.
⑤ Savoir déterminer les 
oordonnées du point d'interse
tion (si il existe) d'une droiteave
 un plan (parallèle à un plan de 
oordonnées d'abord).
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Chapitre VI
Équations di�érentielles
1 Dé�nition, exemples d'équations di�érentiellesOn en a déjà vu lors de la dé�nition de l'exponentielle : y′ = y.
2 Équation linéaire du premier ordre sans se
ond menmbre
3 Équation linéaire du premier ordre ave
 se
ond menmbre

37
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Chapitre VII
Probabilités et dénombrement
1 Probabilités 
onditionnelles
2 Combinatoire
2.1 Dénombrer des listesDans 
e paragraphe, E désigne un ensemble à n éléments (n ∈ N∗). On imaginel'existen
e d'une urne U 
ontenant n jetons sur lequels sont ins
rits les n éléments de E.Dé�nition 22. On appelle liste de p éléments de E une énumération ordonnée de 
es
p éléments. On la note 
omme des 
oordonnées de points.
Exemple: Si a, b, c sont trois éléments de E, (a ; b ; c) et (a ; c ; b) sont deux listes distin
tesave
 les trois éléments a, b et c. Dans 
e paragraphe on s'intéresse don
 à dénombrer dansdes situations où l'ordre des éléments 
ompte.
Permutations d'un ensembleLe modèle est 
elui du tirage aléatoire dans l'urne U des n jetons, sans remise, et ennotant l'ordre de sortie.Dé�nition 23. On appelle permutation de E une liste de ses n éléments.
Exemple: Si E = {A, B, C} il y a six permutations de E et don
 six mots distin
ts ave
les trois lettres A, B et C. On les trouve ave
 un arbre en distinguant les 
hoix pour le1er, le 2e et le 3e élément : ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.Dé�nition 24. Soit n ∈ N∗. On note n! l'entier appellé fa
torielle n dé�ni par : n! =
1 × 2 × · · · × n. Par 
onvention on pose 0! = 1Propriété 46. Il y a n! permutations des n éléments de E.Démonstration. On le prouve ave
 un arbre ou en imaginant remplir des 
ases : Il ila n 
hoix pour le 1er élément, et pour 
ha
un de 
es 
hoix il y a n − 1 
hoix pourle 2e élément . . . et
 puis plus qu'un 
hoix pour le dernier élément. On trouve don
 :
n× (n− 1) × · · · × 1 = n! 39



40 VII. PROBABILITÉS ET DÉNOMBREMENT

Exemple: Cinq 
hevaux font la 
ourse. Combien y a-t-il d'arrivées possibles (on supposequ'il ne peut pas y avoir d'ex-æquo). Une arrivée est une permutation de l'ensemble des
inq 
hevaux. Il y a don
 5! = 120 quintés possibles ave
 5 
hevaux donnés.
Liste sans répétition de p éléments parmi nLe modèle est 
elui du tirage aléatoire dans l'urne U de p jetons, sans remise, et ennotant l'ordre de sortie. Où p est entier, 1 6 p 6 n.Dé�nition 25. Une liste sans répétition de p éléments de E est une liste où les p élémentssont deux à deux distin
ts.Propriété 47. Il y a n!

(n− p)!
= n × (n − 1) × · · · × (n − (p − 1)) listes sans répétitionde p éléments de E.Démonstration. On le prouve ave
 un arbre ou en imaginant remplir des 
ases : Il il a n
hoix pour le 1er élément, et pour 
ha
un de 
es 
hoix il y a n−1 
hoix pour le 2e élément. . . et
 puis (n− (p− 1)) 
hoix pour le pe et dernier élément.

Exemple: Combien y a-t-il de tier
és possibles ave
 10 
hevaux au départ ? I
i E estl'esemble des 10 
hevaux. Un tier
é est une liste sans répétition de trois de 
es 
hevaux.Il y a don
 : 10!

7!
= 10 × 9 × 8 = 720 tier
és possibles ave
 10 
hevaux au départ.

Liste ave
 répétition de p éléments parmi nLe modèle est 
elui du tirage aléatoire dans l'urne U de p jetons, ave
 remise, et ennotant l'ordre de sortie. I
i p ∈ N. On peut don
 avoir p > n.Dé�nition 26. Une liste ave
 répétition de p éléments de E est une liste où les p élémentsne sont pas né
essairement deux à deux distin
ts.� Ave
 répétition � est don
 à 
omprendre au sens où � il peut y avoir répétiton �.Remarquez que si p > n il y a né
éssairement répétition. (C'est le prin
ipe des tiroirs : Siil y a plus de 
haussettes que de tiroirs, il y a au moins un tiroir qui 
omporte au moinsdeux 
haussettes.)Propriété 48. Il y a np listes ave
 répétition de p éléments de E.Exemple: Combien y a-t-il de points de l'espa
e dont les 
oordonnées sont −1 ou 1 ? I
i
p = 3 et n = 2 
ar E = {−1; 1}. Il y a deux 
hoix pour l'abs
isse, deux pour l'ordonnée etdeux aussi pour la 
ote. Soit 23 = 8 points en tout. Ce sont les 
oordonnées des sommetsd'un 
ube.
2.2 CombinaisonsMaintenant on ne dénombrera plus des listes mais des sous ensembles de E, l'ordredes éléments ne 
omptera pas. E désigne en
ore un ensemble à n éléments (n ∈ N∗) et pdésigne un entier 
ompris entre 0 et n.Le modèle est 
elui du tirage aléatoire dans l'urne U de p jetons, sans remise, et sanstenir 
ompte de l'ordre de sortie.http://prof.pantaloni.free.fr
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Choisir p éléments parmi nDé�nition 27. Une 
ombinaison de p éléments de E est un sous ensemble (ou partie) de
E qui 
omporte p éléments.Dé�nition 28. Le nombre de 
ombinaisons de p éléments d'un ensemble à n élémentsest noté :(n

p

) et se lit � p parmi n �. (En Fran
e on le notait autrefois Cp
n)Exemple: Si E = {a ; b ; c}, alors :

•
(
3
3

)
= 1. Il y a une 
ombinaison de trois éléments de E, 
'est E lui même.

•
(
3
2

)
= 3. Il y a trois 
ombinaisons de deux éléments de E : {a ; b} ; {a ; c} ; {b ; c}

•
(
3
1

)
= 3. Il y a trois 
ombinaisons d'un élément de E : {a} ; {b} ; {c}

•
(
3
0

)
= 1. Il y a une 
ombinaison de 0 élément de E 
'est l'ensemble vide : ∅Cal
ulette. Pour 
al
uler (

5
3

) à la 
al
ulette, utiliser la fon
tion notée nCr (5 nCr 3 Exe).Menu Proba (TI : Math/Prb, Casio : Optn/Prob).
Nombre de 
ombinaisonsPropriété 49. (

n

p

)
=

n!

p!(n− p)!Démonstration. On sait qu'il y a n!
(n−p)!

listes sans répétition de p éléments de E. Quandon a un ensemble à p éléments il y a p! permutations, soit p! listes sans répétition ave

es p éléments. C'est pourquoi pour obtenir le nombre de parties (i.e. de 
ombinaisons)de E à p éléments on doit diviser n!
(n−p)!

par p!
Exemple: Combien y a-t-il de mains di�érentes au bridge ? (On joue à quatre au bridgeave
 un jeu de 52 
artes que l'on distribue entièrement). On doit don
 
ompter le nombrede façons de 
hoisir 13 
artes parmi 52, soit (

52
13

)
= 52!

13!(39)!
= 1905040678800 ≃ 1, 9.1012

3 Loi de probabilités dis
rètes3.1 Dé�nitionsSoit Ω un univers �ni à n éléments (n ∈ N). On note (ωi)16i6n les n événementsélémentaires qui 
onstituent Ω. Don
 Ω = {ω1; ω2; . . . ;ωn }Dé�nition 29. On appelle variable aléatoire sur Ω toute fon
tion X qui va de Ω dans
R. Pour 
haque i = 1, 2, . . . , n on note xi = X(ωi).

X : Ω → R

ωi 7→ X(ωi) = xiL'ensemble des xi est don
 l'ensemble des valeurs possibles pour X.Exemple: Une urne 
ontient 3 jetons noirs et 2 jetons blan
s. On tire sans remise deuxjetons dans une urne. On note X le nombre de jetons noirs tirés.On peut 
hoisir : Ω = {{N ;N}; {N ;B}; {B;B}}Alors : X ({N ;N}) = 2 ; X({N ;B}) = 1 ; X({B;B}) = 0.http://prof.pantaloni.free.fr



42 VII. PROBABILITÉS ET DÉNOMBREMENT

On peut aussi 
hoisir : Ω′ = {(N ;N); (N ;B); (B;N); (B;B)}. On aurait alors :
X((N ;B)) = X((B;N)) = 1. . .Dé�nition 30. On appelle loi de probabilité d'une variable aléatoire X la donnée pour
haque valeur xi possible pour X de pi = P (X = xi). On la présente en général sousforme de tableau.Ce tableau est à rappro
her de 
eux qu'on peut dresser en statistiques lorsqu'on a unesérie de valeurs et leur fréquen
e d'aparition.Propriété 50. La somme des pi = P (X = xi) vaut 1.Cela vient de 
e que les � X = xi � forment une partition de Ω.Exemple: On reprend l'exemple pré
édent. On dresse un arbre (Revoir le 
ode pstri
ks)

On trouve P (N ;N) = 0, 3 ; P (N ;B) = 0, 6 ; P (B;B) = 0, 1. D'où la loi de X.
xi 0 1 2

P (X = xi) 0, 1 0, 6 0, 3Dé�nition 31. On appelle fon
tion de répartition d'une variable aléatoire X la fon
tion
F dé�nie sur R par : F (x) = P (X 6 x).Cette fon
tion est 
roissante sur R, varie de 0 à 1 mais n'est a priori pas 
ontinue.En e�et dans notre 
as présent, X ne prend qu'un nombre �ni de valeurs. En 
ha
une de
es valeurs xi, F présente une dis
ontinuité et même plus pré
isément un saut de hauteur
P (X = xi). Entre deux valeurs 
onsé
utives, F est 
onstante.Exemple: On reprend notre exemple. Pour x < 0, P (X < x) = 0 et P (X = 0) = 0, 1don
 P (X 6 0) = 0, 1. Soit F (0) = 0, 1 et
 . . .La 
onnaissan
e de F permet de rouver la loi de probabilité de X. Plus tard, ondé�nira des variables aléatoires 
ontinues, par leur fon
tion de répartition.
3.2 Espéran
e mathématique, varian
eDé�nition 32. E(X) =

∑
. . .LinéaritéPropriété 51. E(X + Y ) = E(X) + E(Y )Propriété 52. E(aX + b) = aE(X) + bDé�nition 33. V (X) = E
(
(X − E(X))2

)

Propriété 53. V (X) = E(X2) − E(X)2

http://prof.pantaloni.free.fr
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4 Lois 
ontinues
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Chapitre VIII
Nombres Complexes, formeexponentielle et transformations
1 Forme trigonométrique d'un nombre 
omplexe
1.1 Repérage polaire dans le planSoit (O;~ı ;~ ) un repère orthonormé du plan. Un point M y est repéré par ses 
o-ordonnées 
artésiennes (de Des
artes) i.e. M(x; y) ⇐⇒

−−→
OM = x~ı + y~ . Il y a uneautre fa��on de dé�nir la position du point M : Par la donnée de la longueur OM et del'angle orienté (~ı ;

−−→
OM). Cela donne les 
oordonnées polaires : M(ρ; θ) où x = ρ cos θ et

y = ρ sin θ. Don
 :
ρ =

√
x2 + y2 et θ véri�e : cos θ = x

ρ

sin θ = y

ρ

Exemple: Le point M a pour 
oordonnées 
artésiennes (−
√

3; 3). On 
al
ule ρ :
ρ =

√
(−

√
3)2 + 32 =

√
12 = 2

√
3

Il faut toujours simpli�er la ra
ine. Puis :
{ cos θ = −

√
3

2
√

3

sin θ = 3
2
√

3

⇐⇒
{ cos θ = −1

2

sin θ =
√

3
2On part de l'angle de référen
e qui a les mêmes valeurs de 
os et sin en valeur absolue.C'est π

3
. On pla
e π

3
sur un 
er
le trigonométrique, ainsi que l'angle θ 
her
hé et onobserve que θ = π− π

3
. Don
 θ = 2π

3

onvient. Ainsi des 
oordonnées polaires de M sont :

(2
√

3; 2π
3

). 45
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x en radians 0 π
6

π
4

π
3

π
2

cosx 1 √
3

2

√
2

2
1
2

0
sin x 0 1

2

√
2

2

√
3

2
1Pour se souvenir de 
e tableau ilsu�t de 
onnaître le quart de 
er
letrigonométrique et de se souvenir de :

1
2
<

√
2

2
<

√
3

2

θ

ρ

M

PSfrag repla
ements

O x

y

~ı

~

1.2 Forme trigonométrique d'un nombre 
omplexeTraduisons 
elà en 
omplexe. Soit M un point d'a�xe z = x + iy (où x ∈ R, y ∈ R).
x + iy est la forme algébrique de z, M a pour 
oordonnées 
artésiennes (x; y). Le rayonpolaire ρ est le module de z, et un angle polaire θ s'appelle un argument de z.
Dé�nition 34. Tout 
omplexe z peut s'é
rire sous la forme appelée forme trigonométriquede z :

z = |z| × (cos θ + i sin θ)Un argument θ n'est pas unique, 
ar dé�ni modulo 2π. On note : arg(z) = θ un argu-ment de z.
Propriété 54. Deux nombres 
omplexes sont égaux ssi ils ont même module et mêmeargument à 2π près.Exemple: Cf exemple pré
édent. Soit z = −

√
3+3i. Mettre z sous forme trigonométrique.

|z| =
√

12 = 2
√

3. La suite est identique et don
 θ = 2π
3
d'où : z = 2

√
3(cos 2π

3
+i sin 2π

3
)Exer
i
e no 18Mettre les nombres 
omplexes suivants sous forme trigonométrique :1. (a) z = 1 + i (b) z = 5 − 5i (
) z = −3 − 3i2. (a) z = −4 (b) z = i (
) z = −2i3. (a) z = 2

√
3 − 2i (b) z = −3 + i

√
3 (
) z = −1 + i

√
3Exer
i
e no 19Mettre les nombres 
omplexes z et z′ suivants sous forme trigonométrique, ainsi que zz′et z

z′
:1. (a) z = 4i et z′ = 1 + i

√
3 (b) z = −2 + 2i

√
3 et z′ = −

√
3 − i2. z = cos θ + i sin θ et z′ = cos θ′ + i sin θ′On donnera arg (zz′) et arg (

z

z′
) en fon
tion de θ et θ′.3. Démontrer les formules dans le 
as général :

arg (zz′) = arg (z) + arg (z′) et arg (
z

z′
) = arg (z) − arg (z′)

http://prof.pantaloni.free.fr
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1.3 Propriétés des argumentsRappel de trigonométrie cos(a+ b) =
sin(a+ b) =Propriété 55. Pour z et z′ deux 
omplexes non nuls :

① arg zz′ = arg z + arg z′ [2π]

② arg 1
z

= − arg z [2π]

③ arg z
z′

= arg z − arg z′ [2π]

④ arg zn = n arg z [2π]

⑤ arg z̄ = − arg z [2π]

Interprétation géométrique
• Argument de l'a�xe d'un ve
teur : arg (zB − zA) = (~u ;

−→
AB)

• arg
zB − zA

zD − zC

= (
−−→
CD;

−→
AB)

Ensembles de points
• z ∈ R∗ ⇐⇒ arg z = 0 [π]

• z ∈ R+∗ ⇐⇒ arg z = 0 [2π]

• z ∈ R−∗ ⇐⇒ arg z = π [2π]

• z est imaginaire pur ⇐⇒ (arg z =
π

2
[π] ou z = 0)

Exer
i
e no 20Déterminer et tra
er l'ensemble Ei des points M d'a�xe z véri�ant une des 
onditionssuivantes :
① E1 : (1 + i)z ∈ R

② E2 : arg iz =
π

4
[2π]

③ E3 : arg

(
z − zB

z − zA

)
= π [2π] où zA = 2 − i et zB = −1 + i

④ E4 : arg

(
z − zB

z − zA

)
=
π

2
[2π] où zA = 2 − i et zB = −1 + i

⑤ E5 : arg

(
z − zB

z − zA

)
=
π

2
[π] où zA = −2 − 2i et zB = −i

⑥ E6 : z − zB

z − zA

∈ R−∗ où zA = 3 et zB = 1 + 2i

2 Forme exponentielle d'un nombre 
omplexeVues les propriétés des arguments, on pose pour θ réel :
eiθ = cos θ + i sin θOn peut véri�er la 
ohéren
e de 
ette notation ave
 l'équa di� y′ = iy véri�ée par θ 7−→

cos θ + i sin θ.http://prof.pantaloni.free.fr
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Dé�nition 35. Le 
omplexe non nul z, de module |z| et d'argument θ est mis sous formeexponentielle lorsque l'on é
rit : z = |z| eiθ où :
eiθ = cos θ + i sin θAinsi eiθ désigne un nombre 
omplexe de module 1. Ré
iproquement, tout nombre
omplexe de module 1 peut s'é
rire sous 
ette forme. Les propriétés suivantes sont valablespour tous réels θ et θ′, r et r′, pour tous n et k dans Z. Elles dé
oulent des propriétésvues sur le module et les arguments d'un nombre 
omplexe non nul.Addition d'angles

ei(θ+θ′) = eiθ eiθ′

Conjugué
r eiθ = r e−iθ

Module unitaire ∣∣eiθ
∣∣ = 1Inverse

1

eiθ
= e−iθ

Quotient
eiθ

eiθ′
= ei(θ−θ′)

Puissan
e-Formule de De Moivre
(
eiθ

)n
= einθ

Produit, quotient de deux 
omplexes
(
r eiθ

)
×

(
r′ eiθ′

)
= rr′ ei(θ+θ′) et

r eiθ

r′ eiθ′
=
r

r′
ei(θ−θ′)

Valeurs remarquables
e0 = 1 ; eiπ2 = i ; eiπ = −1 ; e2iπ = 1

Opposé d'un 
omplexe
−r eiθ = r ei(θ+π)

θ 7→ eiθ est 2π périodique
ei(θ+2kπ) = eiθ

eiθ = eiθ′ ⇐⇒ θ = θ′ [2π]

http://prof.pantaloni.free.fr
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Formules d'Euler
cos θ =

eiθ + e−iθ

2
et sin θ =

eiθ − e−iθ

2iCes formules proviennent de 
e que pour tout 
omplexe z :
Re(z) =

z + z

2
et Im(z) =

z − z

2iAttention ! eiθ est un nombre 
omplexe, on ne peut don
 pas parler de son signe. . .�

Exer
i
e no 21Résoudre dans C : z3 = 8i

2.1 Paramétrisation d'un 
er
leLe 
er
le de 
entre O et de rayon r est l'ensemble des points d'a�xe de module R,don
 de la forme : R eiθ où θ dé
rit R (ou tout intervalle de longueur au moins égale à
2π). Plus généralement :Propriété 56. Le 
er
le de 
entre Ω d'a�xe zΩ et de rayon R (R ∈ R+) est l'ensembledes points d'a�xe :

z = zΩ +R eiθoù θ dé
rit R (ou tout intervalle de longueur au moins égale à 2π)Démonstration. M ∈ C ⇐⇒ |z − zΩ| = ROn a ainsi une fon
tion de R dans le plan qui fournit l'enroulement de la droite réellesur le 
er
le que l'on a vu � ave
 les mains � en se
onde.
3 Transformations 
omplexesSoit F une transformation du plan qui au point M asso
ie le point M ′. i.e. F (M) =
M ′. On asso
ie à 
ette transformation la fon
tion 
omplexe f qui à l'a�xe z deM asso
iel'a�xe z′ de M ′. On dit que z′ = f(z) est l'é
riture 
omplexe de la transforma-tion F . On va donner les é
ritures 
omplexes de trois transformations usuelles.
3.1 TranslationPropriété 57. Soit ~w un ve
teur d'a�xe b. L'é
riture 
omplexe de la translation deve
teur ~w est :

z′ = z + bDémonstration. I
i F est la translation de ve
teur ~w .
F (M) = M ′ ⇐⇒

−−−→
MM ′ = ~w ⇐⇒ z′ − z = b⇐⇒ z′ = z + b

http://prof.pantaloni.free.fr
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3.2 HomothétiePropriété 58. Soit Ω un point d'a�xe zΩ et k ∈ R∗. L'é
riture 
omplexe de l'homothétiede 
entre Ω et de rapport k est :
z′ − zΩ = k(z − zΩ)Démonstration. I
i F est l'homothétie de 
entre Ω et de rapport k.

F (M) = M ′ ⇐⇒
−−→
ΩM ′ = k

−−→
ΩM ⇐⇒ z′ − zΩ = k(z − zΩ)

3.3 RotationPropriété 59. Soit θ ∈ R. L'é
riture 
omplexe de la rotation de 
entre Ω et d'angle θest :
z′ − zΩ = eiθ(z − zΩ)Démonstration. I
i F est la rotation de 
entre Ω et d'angle θ.

• Si M = Ω alors F (M) = M ′ ⇐⇒ M ′ = Ω ⇐⇒ z′ = zΩ. Car le 
entre d'unerotation est l'unique point invariant par 
ette rotation. L'égalité voulue est don
vraie (0=0)
• Si M 6= Ω alors F (M) = M ′ signi�e :

ΩM ′ = ΩM et (
−−→
ΩM ;

−−→
ΩM ′) = θCe qui se traduit en module et argument par :

|z′ − zΩ| = |z − zΩ| et arg(
z′ − zΩ

z − zΩ

) = θ[2π]

C'est à dire que le 
omplexe z′−zΩ

z−zΩ
est de module 1 et d'argument θ. Il est don
 égalà eiθ. D'où le résultat :

z′ − zΩ

z − zΩ

= eiθ ⇐⇒ z′ − zΩ = eiθ(z − zΩ)

Cas parti
ulier. z′ = iz est l'é
riture 
omplexe de la rotation de 
entre O et d'angle π
2
ar i = eiπ

2 . Don
 le triangle OMM ′ est iso
èle re
tangle en O.
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Suites adja
entes
4 Convergen
e monotone
4.1 Limites par la dé�nition, rappelsOn va énon
er des résultats sur les suites, ils se traduisent aussi en énon
és valablespour les fon
tions. Dans la suite, (un) désigne une suite réelle, dé�nie sur N.Dé�nition 36. On dit que (un) tend vers +∞, si pour tout réelM �xé il existe un rang pà partir duquel tous les termes de la suite sont supérieurs à M . i.e.

∀M ∈ R,∃p ∈ N, n > p =⇒ un > M

Le rang p dépend de M et a priori, plus M est grand, plus p sera grand.Remarque. Ce n'est pas pareil que de dire que � la suite n'est majorée par au
un réel �.En e�et la suite dé�nie sur N∗ par un = n× (−1)n n'est majorée par au
un réel mais ellene tend pas vers +∞.�

Dé�nition 37. On dit que (un) 
onverge vers un réel ℓ si tout intervalle ouvert 
ontenant ℓ
ontient aussi tous les termes de la suite à partir d'un 
ertain rang.Remarque. On peut dans 
ette dé�nition se restreindre aux intervalles ouverts 
entrésen ℓ, 
'est à dire de la forme ] ℓ− ε; ℓ+ ε[ où ε est un réel stri
tement positif. De plus dire
un ∈ ] ℓ− ε; ℓ+ ε[ signi�e que un − ℓ ∈ ]−ε; ε[ soit en
ore |un − ℓ| < ε. Cette dé�nitionest don
 équivalente à :� Aussi petit que soit ε stri
tement positif, au bout d'un moment, tous les termes de lasuite sont à une distan
e stri
tement inférieure à ε du réel ℓ. � Ce qui se note ainsi :La suite (un) 
onverge vers un réel ℓ si :
∀ε ∈ R∗

+,∃p ∈ N, n > p =⇒ |un − ℓ| < εLe rang p dépend de ε et a priori, plus ε estpetit, plus p sera grand.
ℓ + ε

ℓ
ℓ − ε

p n

unPSfrag repla
ements
Dé�nition 38. Une suite non 
onvergente est dit divergente.Dire (un) diverge ne signi�e pas � (un) n'a pas de limite �. L'ensemble des suitesdivergentes 
ontient les suites qui tendent vers +∞, 
elles qui tendent vers −∞ et 
ellesqui n'ont pas de limite. On peut par exemple dire : � (un) diverge vers +∞. �51
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4.2 L'axiome de la 
onvergen
e monotone.Une suite 
roissante ne tend pas né
éssairement vers +∞, elle peut aussi 
onverger.On admet le résultat suivant (
'est un axiome) qui est lié à la stru
ture de l'ensemble desnombres réels :Théorème 5 (Convergen
e monotone). Une suite 
roissante et majorée (ou dé
roissanteet minorée) 
onverge.Ce théorème est un théorème d'existen
e, il ne permet pas de 
al
uler une limite. Si
(un) est 
roissante est majorée par 3 par exemple, elle 
onverge, mais pas né
éssairementvers 3. Certainement vers un réel inférieur (ou égal) à 3. �

5 Étude des suites du type un+1 = f(un)On se donne une fon
tion f dé�nie, 
ontinue sur un intervalle I de R. Soit u0 ∈ I.
5.1 Intervalle stableDé�nition 39. On dit que I est stable par f si f(I) ⊂ IExemples:1. f(x) = x(1 − x) sur I = [0 ; 1]. I est stable par f, mais pas par g = 5f . Il su�td'étudier f .2. f(x) = 1

x−1
et u0 = 3

2
Véri�er que la relation un+1 = f(un) ne dé�nit pas une suite.La 
ondition I stable par f permet de garantir que la suite est dé�nie et que tous lestermes de la suite sont dans l'intervalle I. (ré
urren
e immédiate)

5.2 Sens de variationIl est faut de dire que f 
roissante donne (un) 
roissante, on a en fait :Propriété 60. 1. f 
roissante =⇒ (un) monotone. Le sens de var est donné par lesigne de u1 − u02. f dé
roissante =⇒ (u2n) et (u2n+1) sont monotones de monotonies 
ontrairesDémonstration. Supposons u1 > u0.1. Par ré
urren
e. P(n) : � un+1 − un > 0 �2. On pose pn = u2n et in = u2n+1. Alors :
pn+1 = f ◦ f(pn) et in+1 = f ◦ f(in)Or f de
. implique fof 
roissante don
 par le 1. p et i sont monotones. Supposons

p 
roissante, alors u2 > u0 don
, en appliquant f qui est de
. on a u3 6 u1 don

i1 6 i0 don
 i est de
.

Si f − Id est de signe 
onstant, on a un résultat sur le sens de variation de (un) :http://prof.pantaloni.free.fr
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Propriété 61. Un 
ritère pour obtenir le sens de variation de (un) :1. ∀x ∈ I, f(x) − x > 0 =⇒ (un) 
roissante2. ∀x ∈ I, f(x) − x 6 0 =⇒ (un) dé
roissanteDémonstration.
5.3 Convergen
eDé�nition 40. On appelle point �xe d'une fon
tion f un réel x tel que f(x) = xThéorème 6. Si f est 
ontinue sur un intervalle fermé I et que (un) 
onverge, alors lalimite est né
essairement un point �xe de f .Démonstration.Attention : L'existen
e d'un point �xe ne garantit pas la 
onvergen
e de (un). Maisl'absen
e de point �xe su�t à justi�er que (un) ne 
onverge pas.En pratique : On justi�e�que (un) CV (
roissante majorée par exemple) puis on détermine la limite en 
her
hantles points �xes de f . Si le point �xe est unique, 
'est fa
ile, sinon il faut raisonner ave
 lesens de variation de (un).Exemple: un+1 = un

2−un
et u0 ∈ [0 ; 1]

http://prof.pantaloni.free.fr
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5.4 Di�érents 
omportements asymptotiques.Je vous ai tra
é 
i-dessous di�érentes représentations graphiques en � toile d'araignée �d'une suite (un) dé�nie par une relation de ré
urren
e un+1 = f(un). J'ai don
 tra
é Cfla 
ourbe de f ainsi que la droite d'équation y = x.
y
=

x

Cf

u0u1u2u3

PSfrag repla
ements
O

f 
roissante, (un) dé
rois-sante, 
onvergeant vers lepoint �xe.
y
=

x
C f

u0u1 u2 u3 u4

PSfrag repla
ements
O

f 
roissante, (un) 
roissante,
onvergeant vers le point �xeattra
tif, zéro est un point�xe répulsif.

y
=

x

C
f

u0 u3 u5 u6

PSfrag repla
ements
O

f 
roissante, (un) 
roissante,divergeant vers plus l'in�ni,le point �xe est répulsif.
y
=

xC
f

u0 u1u2 u3u4 u5u6

PSfrag repla
ements
O

f dé
roissante, (un) non mo-notone, 
onvergeant vers lepoint �xe (attra
tif).

y
=

xC
f

u0 u1u8 u9u10

PSfrag repla
ements
O

f dé
roissante, (un) non mo-notone, divergeant (pas de li-mite i
i), le point �xe est ré-pulsif.

Cf

u0 u1 u91u92

u93u94

PSfrag repla
ements
O

La suite est attirée vers un2-
y
le. Asymptotiquement,elle tend à être 2-périodique.Elle ne 
onverge don
 pas, lepoint �xe est répulsif, mais
f ◦ f admet un point �xe at-tra
tif. . .
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5.5 Suite logistiqueCi�dessous des s
hémas en toile d'araignée pour la famille de fon
tions fk où :
fk(x) = k × x(4 − x)Lorsque le paramètre k varie de 0 à 1, on a divers 
omportements, de la simple 
onvergen
e àdes phénomènes dits 
haotiques. L'étude de tels phénomènes 
onstitue le domaine des � systèmesdynamiques dis
rets �. Il est intimement lié aux fra
tales.J'ai rangé les �gures par ordre 
roissant de k. Au début, zéro est le seul point �xe, il est attra
tif,puis nait un se
ond point �xe qui devient aussit�t attra
tif alors que zéro devient répulsif.Ce nouveau point �xe attire de plus en plus lentement, et devient répulsif, un 2-
y
le devientattra
teur. Puis 
'est un 4-
y
le qui devient attra
teur (6e �gure), il s'en suit une série in�niede doublement de périodes (8-
y
les, puis 16-
y
les. . .). Ensuite on trouve malgré tout des trois
y
les (k = 0, 958) 
e qui indique que le 
haos va survenir (d'après le théorème de Sarkovski).Sur la dernière �gure (pour k = 1), on observe que la suite prend � presque toutes les valeurs �dans [0 ; 4].

Cf

u0u1

PSfrag repla
ements
O

Cf

u0u1

PSfrag repla
ements
O

Cf

u0 u1

PSfrag repla
ements
O

Cf

u0 u1 u91u92

u93u94

PSfrag repla
ements
O

C f

u0

PSfrag repla
ements
O

Cf

u0 u1 u91u92

u93

u94

u95

PSfrag repla
ements
O

C
f

u0 u90 u91u92

u93

u94 u95

u96

PSfrag repla
ements
O

C
f

u0 u80u81 u82

u83u84 u85

PSfrag repla
ements
O

C
f

u0 u1
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ements
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6 Théorèmes de 
omparaisonOn a les propriétés suivantes de 
omparaison :Propriété 62. Soit (un) et (vn) deux suites 
onvergentes, et M un réel.
① Si pour tout n à partir d'un 
ertain rang on a un < M alors : lim

n→+∞
un 6 M

② Si pour tout n à partir d'un 
ertain rang on a un < vn alors : lim
n→+∞

un 6 lim
n→+∞

vnPropriété 63. Si vn diverge vers +∞ et que pour tout n à partir d'un 
ertain rang on a
un > vn alors : lim

n→+∞
un = +∞Utile pour prouver que des suites 
omme un = 2 ∗ (−1)n + n tendent vers +∞. Cespropriétés sont valables pour les fon
tions. Par exemple le théorème des gendarmes vusur les suites en 1re est valable pour les fon
tions.Théorème 7 (Théorème des gendarmes). Si on a trois fon
tions f , g et h telles que :

① Pour tout x supérieur à un réel x0 on a l'en
adrement :
f(x) 6 g(x) 6 h(x)

② f et h ont une limite �nie identique ℓ en +∞ (par exemple)Alors g aussi admet une limite en +∞ et 
'est aussi ℓ.

ℓ + ε

ℓ

ℓ − ε

x

y Cg

Cf

Ch

PSfrag repla
ements
Fig. VIII.1 � Illustration pour la preuve du théorème des gendarmes.

Démonstration. Soit ε ∈ R∗
+.

lim
x→∞

f(x) = ℓ don
 il existe x1 tel que : x > x1 =⇒ ε 6 f(x) − ℓ 6 ε

lim
x→∞

h(x) = ℓ don
 il existe x2 tel que : x > x2 =⇒ ε 6 h(x) − ℓ 6 εPour x > max{x0, x1, x2} on a don
 :
ε 6 f(x) − ℓ 6 g(x) − ℓ 6 h(x) − ℓ 6 εEt don
 ε 6 g(x) − ℓ 6 εRemarque. Le +∞ peut être rempla
é par −∞.
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7 Suites adja
entesDé�nition 41. On dit que deux suites sont adja
entes si elles véri�ent les deux 
ondi-tions :
① L'une est 
roissante, et l'autre dé
roissante.
② Leur di�éren
e tend vers zéro.Théorème 8. Deux suites adja
entes sont 
onvergentes et 
onvergent vers la même limite.Pour prouver 
ette propriété on prouve d'abord le lemme suivant :Lemme 2. Si (un) et (vn) sont adja
entes ave
 (un) 
roissante et (vn) dé
roissante alorspour tout n, un 6 vnDémonstration. (du lemme.) On pose pour tout n : wn = un − vn. Claim : La suite (wn)est 
roissante et tend vers zéro don
 est négative. En e�et :

wn+1 − wn = un+1 − un − (vn+1 − vn) = un+1 − un︸ ︷︷ ︸
>0

+ (vn − vn+1)︸ ︷︷ ︸
>0

> 0

Ce
i pour tout n don
 (wn) est 
roissante. Si il existait p ∈ N tel que wp soit stri
tementpositif, alors tous les wn pour n supérieur à p seraient supérieurs à wp, mais 
elà estimpossible 
ar (wn) tend vers zéro don
 l'intervalle ]−ε ; ε[ où ε = wp 
ontient tous les wnà partir d'un 
ertains rang. Don
 
'est absurde, ainsi wn est toujours négatif, i.e. ∀n ∈ N,
un 6 vn.Démonstration. du théorème 8. Soit (un) et (vn) adja
entes ave
 (un) 
roissante et (vn)dé
roissante. D'après le lemme, ∀n ∈ N, un 6 vn. Comme (vn) est dé
roissante on a don
en parti
ulier que : ∀n ∈ N, un 6 v0. Don
 un est 
roissante et majorée, ainsi elle 
onvergevers un réel ℓ. De même, (vn) est dé
roissante et minorée par u0 don
 elle 
onverge versun réel ℓ′. Il reste à voir que ℓ = ℓ′. Or lim

n→∞
(un − vn) = 0 = ℓ− ℓ′. Don
 ℓ = ℓ′.

Propriété 64. Si deux suites sont adja
entes, leurs termes donnent un en
adrement deleur limite 
ommune. i.e. si (un) et (vn) sont adja
entes (ave
 (un) 
roissante et (vn)dé
roissante) et si on note ℓ leur limite 
ommune, pour tout n on a :
un 6 ℓ 6 vnDémonstration. Par un raisonnement identique à 
elui fait dans le lemme, (un − ℓ) est
roissante et tend vers zéro, don
 est négative, don
 ∀n ∈ N, un 6 ℓ. De même (vn − ℓ)est dé
roissante et tend vers zéro, don
 est positive.Appli
ation :
+∞∑

k=0

1

k!
= eOn 
onsidère les suites :

Sn =
n∑

k=0

1

k!
et σn = Sn +

1

n!Prouver que les deux suites ont une limite 
ommune dont on donnera une valeur appro
héeà 10−3 près. Suite en DM.http://prof.pantaloni.free.fr
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8 Appli
ation : preuve du T.V.I. par di
hotomie8.1 Énon
és équivalents au T.V.I.Soit f une fon
tion 
ontinue sur un intervalle 
ontenant deux réels a et b ave
 a < b.Soit λ 
ompris entre f(a) et f(b). Le théorème des valeurs intermédiaires nous dit qu'ilexiste (au moins) un réel c dans ]a ; b[ tel que f(c) = λ. i.e.
∃c ∈ ]a ; b[ ; f(c) = λ (VIII.1)Simpli�ons le problème :1. On pose g = f − λ. La fon
tion g véri�e-t-elle les hypothèses du théorème ?2. Compléter : f(c) = λ⇐⇒ g(. . .) = . . ..3. Que peut-on dire des réels g(a) et g(b) ?4. Justi�er que le théorème des valeurs intermédiaires équivaut à :Théorème 9. Soit h une fon
tion 
ontinue sur un intervalle [a ; b]

h(a)h(b) < 0 =⇒ ∃c ∈ ]a ; b[ ;h(c) = 0

8.2 DémonstrationCe théorème se prouve par di
hotomie. On va � 
ouper l'intervalle [a ; b] en deux �, voirdans quelle moitiée h 
hange de signe puis re
ommen
er ave
 
et intervalle de longueurmoitiée, jusqu'à isoler la ra
ine 
her
hée c. On dé�nit trois suites (an), (bn) et (cn) sur Npar :
a0 = a ; b0 = b et ∀n ∈ N, cn =

an + bn
2

puis :
• Si : h(an)h(cn) < 0

• alors :
(an+1 = an et bn+1 = cn)

• sinon :(an+1 = cn et bn+1 = bn)

i.e. h 
hange de signe sur ]an ; cn[On se pla
e alors sur l'intervalle
[an ; cn]On se pla
e alors sur l'intervalle
[cn ; bn]Alors les deux suites (an) et (bn) sont adja
entes, leur limite 
ommune, notons la c véri�e :

h(c) = 0.Exemple graphique pour la 
ompréhension. Sur 
e s
héma on a tra
é une 
ourbe re-présentant une fon
tion h 
ontinue sur ]a ; b[ et qui 
hange de signe sur ]a ; b[.
a0 = a b0 = bc0

a1 b1

a2 b2

a3 b3

On a les valeurs suivantes :1. c0 = a0+b0
2

. Bienque h ait des ra-
ines sur ]a0 ; c0[ on a
h(a0)h(c0) > 0 don

a1 = c0 et b1 = b02. c1 = a1+b1

2
. Cette fois
i, h(a1)h(c1) < 0don
 :

a2 = a1 et b2 = c1
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Démonstration. (de la 
onvergen
e de la méthode)1. Justi�er que (an) est 
roissante et (bn) est dé
roissante.2. Que représente bn − an ? Prouver que : ∀n ∈ N, bn − an = b−a
2n3. Prouver que (an) et (bn) ont une limite 
ommune que l'on notera c.4. Justi�er que h(an) et h(bn) 
onvergent vers h(c).5. On a par 
onstru
tion : ∀n ∈ N, h(an)h(bn) < 0. En déduire que h(c) = 0.

8.3 Algorithme et programmationOn utilise la démonstration pré
édente pour déterminer numériquement un en
adre-ment d'amplitude P d'une ra
ine d'une fon
tion. On va 
al
uler les di�érents termes dessuites (an) et (bn) jusqu'à 
e que la di�éren
e entre bn et an soit inférieure à P . On supposerentrée en Y1 dans le menu graph l'expression de la fon
tion dont on 
her
he une ra
ine.Voi
i l'algorithme1 :
A = ? B = ? P = ?
(A + B)/2 → C

Si Y1(A) ⋆ Y1(C) < 0 Sinon : C → A

Alors : C → B

Si |B − A| 6 P Sinon
AlorsA�
her A et B

1. On demande à l'utilisa-teur les réels : A, B, etla pré
ision P souhaitée.2. On 
al
ule C la moyennede A et B.3. On teste pour savoir surquel intervalle la fon
-tion 
hange de signe.4. On en déduit les valeursde an+1 et bn+1 qui sonten
ore notées A et B.5. Si la pré
ision voulueest atteinte, on a�
he� La ra
ine est en
adréepar : � et on a�
he Aet B, sinon on re
om-men
e.Pour demander les valeurs de A, B et P on utilise la 
ommande Input ou Prompt ave
une TI et : ? ave
 une Casio. Le test � Si. . . alors. . . sinon � se note : If. . . then. . . else puisEnd (IfEnd ave
 une Casio ou EndIf ave
 une grosse TI) On utilise aussi la fon
tion Goton qui renvoit au label numéroté n (Lbl n). Tester et 
omprendre le programme suivant,ensuite taper un programme pour l'algorithme de la di
hotomie.
1Un algorithme (d'après le nom d'Al Kwarizmi, père de l'algèbre, al jabr en arabe) est un nombre�ni de règles à appliquer dans un ordre déterminé à un nombre �ni de données, pour arriver en un nombre�ni d'étapes, à un 
ertain résultat, et 
ela indépendamment des valeurs des données.http://prof.pantaloni.free.fr
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Casio
1 → IInt(6× Rand)+1→ A
′′ Donne un entier entre 1 et 6′′Lbl 1
′′N ′′? → NIf N = AThen ′′Gagné en :′′ INElse ′′Essaye en
ore′′
I + 1 → IGoto 1IfEnd

TI
1 → IInt(6× Rand)+1→ A

Disp ′′Donne un entier entre 1 et 6′′Lbl 1
Prompt NIf N = AThen Disp ′′Gagné en :′′ Disp IElse Disp ′′Essaye en
ore′′
I + 1 → IGoto 1End

On 
ommen
e toujours par Shift / Var
• ( ?) se trouve en F4
• < se trouve en F6 / F3
• If Then, Else, IfEnd dans : COM(F1)
• Goto, Lbl dans : Jump (F3)
• N (pour a�
her) en : F5
• La �è
he se trouve sur le 
lavier.

• If Then, Else, Goto, Lbl, End setrouvent dans : Catalogue / Control
• Disp et Prompt se trouvent dans :Catalogue / I/O (In/Out)
• < se trouve dans : Catalogue / Test
• La �è
he se trouve sur le 
lavier(STO 
omme store ou �è
he).

Casio
1 → IInt(6× Rand)+1→ A
′′ Donne un entier entre 1 et 6′′Lbl 1
′′N ′′? → NIf N = AThen ′′Gagné en :′′ INElse ′′Essaye en
ore′′
I + 1 → IGoto 1IfEnd

TI
1 → IInt(6× Rand)+1→ A

Disp ′′Donne un entier entre 1 et 6′′Lbl 1
Prompt NIf N = AThen Disp ′′Gagné en :′′ Disp IElse Disp ′′Essaye en
ore′′
I + 1 → IGoto 1End
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On 
ommen
e toujours par Shift / Var
• ( ?) se trouve en F4
• < se trouve en F6 / F3
• If Then, Else, IfEnd dans : COM(F1)
• Goto, Lbl dans : Jump (F3)
• N (pour a�
her) en : F5
• La �è
he se trouve sur le 
lavier

• If Then, Else, Goto, Lbl, End setrouvent dans : Catalogue / Control
• Disp et Prompt se trouvent dans :Catalogue / I/O (In/Out)
• < se trouve dans : Catalogue / Test
• La �è
he se trouve sur le 
lavier(STO 
omme store ou �è
he).
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Programme de di
hotomieCasioPour Y1 aller dans Graph/Yvar/Ypuis taper 1
′′A′′? → A
′′B′′? → B
′′P ′′? → PLbl 1
(A + B)/2 → C

A → X

Y 1 → Y

C → X

Y 1 → ZIf Y × Z < 0Then C → BElse . . .IfEndIf . . .Then
′′LA RACINE EST ENCADREEPAR :′′
AN

BNElse Goto 1IfEnd

TIPour Y1 aller dans VAR/Yvar/Y1Prompt A,B,PLbl 1
(A + B)/2 → CIf Y1(A) × Y1(C) < 0Then C → BElse . . .EndIf . . .ThenDisp ′′LA RACINE EST ENCADREEPAR :′′Disp A, BElse Goto 1End
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Chapitre IX
Logarithme népérien
1 Premières propriétésLa fon
tion exp est 
ontinue et stri
tement 
roissante sur R. Ses limites en −∞ et
+∞ sont respe
tivement 0 et +∞. Don
 d'après le théorème des valeurs intermédiaires,pour tout réel stri
tement positif y, l'équation en x :

ex = y (IX.1)a une unique solution que l'on note : ln(y) appelée logarithme néperien de y. Ainsi ln estla fon
tion ré
iproque de exp. Elle est dé�nie sur ]0 ; +∞[.
∀y ∈ ]0 ; +∞[ , ex = y ⇐⇒ x = ln(y) (IX.2)

Exemples: e0 = 1 don
 0 = ln(1). e1 = e don
 1 = ln(e)Dé�nition 42. Pour tout réel x stri
tement positif on dé�nit le logarithme néperien de xnoté ln(x) 
omme étant l'unique réel a véri�ant :
exp(a) = x. On a don
 : exp(ln(x)) = xPropriété 65. On a ainsi dé�ni la fon
tion logarithme néperien sur ]0 ; +∞[. ln est lafon
tion ré
iproque de exp. Elle véri�e :

∀x ∈ ]0 ; +∞[ , eln(x) = x (IX.3)
∀x ∈ R, ln(ex) = x (IX.4)Démonstration. (IX.3) 
'est la dé�nition. On prouve la suivante (IX.4) : Soit un réel x,on note y = ex. Alors par dé�nition x = ln(y). En remplaçant y dans 
ette dernière par

ex on a le résultat.Exer
i
e no 22Dresser le tableau de variation de la fon
tion ln par un raisonnement graphique de larésolution de ex = y. Prouver que ln est 
roissante sur ]0 ; +∞[.Exer
i
e no 23Résoudre les équations suivantes : 63
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PSfrag repla
ements
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Fig. IX.1 � Courbes de exp et ln.
1. ex = 22. e2x = 43. eex

= 34. ln(x) = 25. ln(x2) = 4Propriété 66. Comme 
onséquen
e de la 
roissan
e de ln sur ]0 ; +∞[ on a pour tousréels a et b stri
tement positifs :
ln(a) 6 ln(b) ⇐⇒ a 6 b et ln(a) = ln(b) ⇐⇒ a = bExemple: Résoudre ln(x− 2) 6 1 Sol : ⇐⇒ x− 2 > 0 et x− 2 6 e ⇐⇒ 2 < x 6 e +2Comme la fon
tion ln est la ré
iproque de la fon
tion exponentielle, leurs 
ourbes sontsymétriques l'une de l'autre par rapport à la droite D d'équation y = x

2 Propriétés algébriques
f T.D. pour les preuves :
2.1 Relation fon
tionnelleSoient deux réels a et b stri
tement positifs.1. Simpli�er eln(a), eln(b), eln(ab). E
rire le produit ab de deux manières.2. En déduire la relation fon
tionnelle : ln(ab) =3. L'exponentielle transforme les sommes en produits. Que fait sa fon
tion ré
iproque ?
http://prof.pantaloni.free.fr
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2.2 Puissan
e1. Par ré
urren
e on peut montrer que pour tout entier naturel n on a don
 : ln(an) =2. En posant a = eα (don
 α = . . .) prouver 
ette même propriété dire
tement.3. Etablir une formule pour ln(
√
a) =

2.3 Inverse et quotients
1. En 
al
ulant ln(a× 1

a
) de deux manières, 
ompléter la formule : ln(

1

a
) =

2. En déduire la formule : ln(
a

b
) =

2.4 Appli
ationsExprimer en fon
tion de ln(2) uniquement les réels suivants :1. (a) ln(29 × e7) (b) 1
2
ln(16) (
) ln(32

e
)2. (a) ln 2n

ln(2)
(b) e3 ln(2) (
) ln(−2)

3 Propriétés analytiques
3.1 DérivéeLa 
ourbe de la fon
tion exp et 
elle de la fon
tion ln sont symétriques par rapport à la droited'équation y = x. Ainsi géométriquement il est 
lair que la 
ourbe de ln admet une tangente entout point.(
ar exp est dérivable sur R). On admet don
 que ln est dérivable sur R+∗.1. Déterminer l'expression de la dérivée de la fon
tion ln. Rappel : ∀x ∈ R+∗, eln x =

x2. Déterminer la formule pour la dérivée d'une 
omposée de la forme ln(u) où u est unefon
tion dérivable, stri
tement positive. ln′(x) = (ln(u))′ =Appli
ations Déterminer l'ensemble de dérivabilité puis dériver les fon
tions suivantes :(a) f(x) = x ln(x) (b) g(x) = ln(x)
x

(
) h(x) = ln x3 − 1

3.2 Résoudre des équations et inéquations ave
 lnOn a vu un outil ave
 la propriété 66. Mais 
ela ne su�t pas. . .Pour étudier le signed'une dérivée qui 
omporte des ln on se ramène à résoudre des inéquations du type
ln(X) 6 a où a ∈ R. Compléter et justi�er : ln(X) 6 a⇐⇒ (X 6 et X > )Appli
ation. Résoudre les inéquations suivantes :1. (a) 1 + ln(x) 6 0 (b) ln(x− 1) < 3 (
) ln(−2x+ 3) > 22. (a) ln(2x) − ln(x2) < 1 (b) ln x+ln x2+ln x3 > 1 (
) ln(x2)− ln(x+3) < 03. Étudier les variations de f sur R+∗ où : f(x) = x2 ln(x).
http://prof.pantaloni.free.fr
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FormalisationOn veut résoudre des équations telles que ln(X) = a ou ln(X) > a. On détermined'abord l'ensemble des nombres réels pour lesquels l'inéquation a un sens, sa
hant que
ln(X) n'est dé�ni que pour X > 0.

• Équation. ln(X) = a⇐⇒ X = ea

• Inéquation.Exemples: Résoudre :(a) ln(3x− 2) = −1 (b) ln(2x − 1) − ln(x) =
−1

(
) ln(x− 1) > −3(a) ln(x− 2) < 5 (b) ln(−2x+1)− ln(x) 6

1
(
) ln(−2x+1)+ln(x) =

−2

4 Étude de la fon
tion ln

4.1 Continuité, dérivée4.2 Limites
• En +∞. Soit A>0 Pour x > eA alors ln(x) > A

• En 0. On pose X = 1
x
.

• Croissan
e 
omparée :
① lim

x→∞
ln(x)/x = 0 On pose X = ln x.

② lim
x→0+

x ln(x) = 0

5 Logarithmes et exponentielles de base aDans la suite, a désigne un réel stri
tement positif.
5.1 axDe�nition, propsDé�nition 43. expa(x) = ex ln a. On note : ax = ex ln aRemarque. Pour a = e on retrouve ex 
'est pourquoi on dit parfois l'exponentielle debase e.Remarque. Cette notation est 
ohérente, elle élargit la notation uniquement valable pour
x ∈ Z. En e�et : en ln a = anRemarque. On donne ainsi sens à des nombres 
omme 10−7,321 ou pire π√

2. �Ne pas 
onfondre ax et xa. Toujours partir de ln(an) = n ln a pour retrouver l'expres-sion 
orre
te.Prop en vra
 :
① Les même prop alg que exp.
② Signe.http://prof.pantaloni.free.fr
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③ Dérivabilité
④ Étude de la monotonie : Deux 
as.Courbes à distribuer.Exer
i
e no 24Résoudre 2x = 3, (

1
3

)x
= 2, x3 = 8, x 1

2 = 3

Ra
ine énièmeOn peut ave
 
ette nouvelle notion résoudre l'eq en x (solve for x) : xn = a où a ∈ R+
∗et n ∈ N∗Dé�nition 44. Pour a ∈ R+

∗ et n ∈ N∗, il existe un unique réel x stri
tement positif telque xn = a, 
'est x = a
1

n on l'appelle la ra
ine énième (ou ne) de a. On note aussi :
a

1

n = n
√
aDémonstration. Pour x et a sont stri
tement positifs :

xn = a⇐⇒ n ln x = ln a⇐⇒ ln x =
1

n
ln a⇐⇒ x =

(
eln a

) 1

n ⇐⇒ x = a
1

n

Remarque. La ra
ine 
arrée de a apparait don
 (en�n) 
omme a 1

2 . É
rire ave
 des radi
aux
x

3

2 et x− 2

3 où x ∈ R+
∗Exemple: Résoudre x3 = 9.Exer
i
e no 25Appli
ation : Coe�
ient multipli
atif moyen. Un prix augmente de 10%, puis de 20%, puisde 30%, puis baisse de 30%. Quel est le pour
entage d'évolution global du prix ? Quel estle pour
entage moyen d'évolution du prix à 
haque étape ? Solution : CM = 1.2012augmentation de 20, 21%. En moyenne : 1.20120.25 ≃ 1.0469 soit à 
haque étape uneaugmentation moyenne de 4, 7%.Si on a n réels stri
tement positifs a1, . . .an, alors :

a1 · · · an =
(
(a1 · · · an)

1

n

)n

Alors multiplier par a1, puis a2, puis . . .an revient à multiplier n fois de suite par (a1 · · · an)
1

n .
xα, généralisationsCertains résultats se généralisent. . .Pour α réel :
Dérivée

d

dx
xα = αxα−1

En parti
ulier on retrouve la dérivée de √
x. Exer
i
e.http://prof.pantaloni.free.fr
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Limites
① Pour α stri
tement positif, lim

x→+∞
xα = +∞

② Pour α stri
tement négatif, lim
x→+∞

xα = 0

Croissan
e 
omparée pour ln (Pour α stri
tement positif mais surtout intéressantpour α ∈ ]0 ; 1[)
① lim

x→∞
ln(x)/xα = 0 On pose X = xα.

② lim
x→0+

xα ln(x) = 0

Croissan
e 
omparée pour exp (Pour α stri
tement positif)
① lim

x→+∞
exp(x)/xα = +∞

5.2 loga(x)On veut maintenant dé�nir sur R+
∗ la ré
iproque de expa.Dé�nition 45. loga(x) =

lnx

ln aRemarque. C'est la ré
iproque de la f
t expa. En e�et :
x ∈ R+

∗ =⇒ expa ◦ loga(x) = e
ln x

ln a
ln a = eln x = x

x ∈ R =⇒ loga ◦ expa(x) = · · · = xDé�nition 46. En parti
ulier, le logarithme dé
imal, noté log est le logarithme de base 10.
log(x) = ln(x)

ln 10
. C'est la ré
iproque de x 7→ 10x

Exemple:

http://prof.pantaloni.free.fr



Chapitre X
Géométrie spatiale : plans de l'espa
e.
1 Équation 
artésienne de planOn se pla
e dans un repère orthonormal (O;~ı ;~ ;~k ) de l'espa
e. Soit P le plan passantpar A(xA; yA; zA) et de ve
teur normal ~n (a; b; c).

M ∈ P ⇐⇒
−−→
AM · ~n = 0D'où une équation 
artésienne de P : a(x− xA) + b(y − yA) + c(z − zA) = 0.Tout plan admettant ~n (a; b ; c) 
omme ve
teur normal a une équation 
artésiennede la forme

ax+ by + cz + d = 0Ré
iproquement toute équation 
artésienne de la forme ax+ by + cz + d = 0 (ave

a, b, c non tous nuls) est 
elle d'un plan de ve
teur normal ~n (a; b ; c).En pratique : Pour trouver une équation d'un plan P passant par un pointA(xA; yA; zA),on 
her
he un ve
teur normal (
e qui donne a, b et c), puis on trouve d en utilisant que :

A ∈ P ⇐⇒ axA + byA + czA + d = 0

Exer
i
e no 26Soit P le plan d'équation : x+ 2y − 3z + 7 = 01. Donner un ve
teur normal à P ainsi qu'un point appartenant à P.2. Déterminer l'équation du plan Q parallèle à P, passant par I(1; 2; 3).3. Soit P ′ et Q′ d'équations respe
tives : 5x−y+z+4 = 0 et −2x−4y+6z−1 = 0Prouver que : P⊥P ′ et P//Q′4. Déterminer une équation du plan médiateur du segment [AB] où : A(0;−1; 2) et
B(−2; 3; 4).Distan
e d'un point à un plan. La distan
e d'un point A(xA; yA; zA) au plan Pd'équation 
artésienne ax+ by + cz + d = 0 est notée d(A;P). Elle vaut :

d(A;P) =
|axA + byA + czA + d|√

a2 + b2 + c2

69
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Démonstration. d(A;P) = AH où H est le projeté orthogonal de A sur P. Soit B unpoint de P. Justi�er que : −→AB · ~n =
−−→
AH · ~n puis que :
AH =

|
−→
AB · ~n |
‖~n ‖En�n, justi�er que : d = −(axB + byB + czB) puis 
on
lure.Demi-espa
e. Toute inéquation de la forme ax+ by+ cz+ d > 0 ou ax+ by+ cz+ d 6 0dé�nit un demi-espa
e fermé de frontière le plan P d'équation ax+ by + cz + d = 0.Exer
i
e no 27On 
onsidère le plan P d'équation : x− 2y + 3z − 2 = 0 et le point A(1; 3; 1)1. Le point A appartient-il à P ? Cal
uler la distan
e d(A;P).2. Le plan P est la frontière de deux demi-espa
es. Donner une inéquation du demi-espa
e 
ontenant le point A.Sphère. La sphère S de 
entre Ω(xΩ; yΩ; zΩ) et de rayon R (R ∈ R+) a pour équation
artésienne :

◦ (x− xΩ)2 + (y − yΩ)2 + (z − zΩ)2 = R2 ◦

Démonstration. M ∈ S ⇐⇒ ΩM = R⇐⇒ ΩM 2 = R2 ⇐⇒
−−→
ΩM ·

−−→
ΩM = R2

L'ensemble des points M de l'espa
e tels que −−→
MA ·

−−→
MB = 0 est la sphère de diamètre

[AB].
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Chapitre XI
Intégration.
1 Aire sous une 
ourbe.1.1 Aire sous la parabole.On 
onsidère dans un repère orthonormé la 
ourbede la fon
tion 
arré, sur l'intervalle I = [0 ; 1]. Onveut 
al
uler l'aire du domaine entre la 
ourbe etl'axe des abs
isses, pour x variant de 0 à 1. Leprin
ipe de la méthode exposée était déja 
onnud'Ar
himède, et a donné lieu bien plus tard (New-ton, Leibniz puis Riemann) à la théorie de l'inté-gration.Prin
ipe : On se donne un n ∈ N∗. On dé
oupel'intervalle I ave
 une subdivision de I en n inter-valles de longueur 1

n
. On 
onsidère alors (
f �gurepour n= ?) les aires de deux suites de re
tangles, demanière à obtenir un en
adrement de l'aire 
her-
hée. On 
al
ule les deux aires, puis on fait tendre

n vers l'in�ni.

PSfrag repla
ements

Compléter la �gure en notant les abs
isses des sommets des re
tangles qui sont sur l'axedes abs
isses. On note an l'aire des re
tangles qui sont sous la 
ourbe et An 
elle desre
tangles qui vont de l'axe des abs
isses jusqu'au dessus de la 
ourbe.1. Cal
ul de an :a. L'aire du premier re
tangle sous la 
ourbe est nulle, 
elle du se
ond est 1
n
×(

1
n

)2
= 1

n3 .b. É
rire sans, puis ave
 symbole sigma l'expression de an.2. Pro
éder de même pour donner l'expression de An en fon
tion d'une somme de
arrés d'entiers.3. Cal
uler et donner la limite de An − an.4. En utilisant la formule : n∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
prouver que An et an ont unelimite 
ommune, et en déduire l'aire 
her
hée que l'on note :

∫ 1

0

x2dx
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1.2 Fon
tion aire.On étudie un 
as un peu plus géné-ral. On 
onsidère une fon
tion f dé-
roissante et 
ontinue sur un inter-valle . On note Cf sa 
ourbe. Sur la�gure, f est dé
roissante sur R+. Onappelle A(x) l'aire entre la 
ourbe etl'axe des abs
isses pour les abs
issesvariant de 0 à x. C'est le domainegrisé.
A(x)

x0 x + h

f(x)

f(x + h)

Cf

PSfrag repla
ements

1. Donner en utilisant les re
tangles tra
és un en
adrement pour h > 0 de la di�éren
e :
A(x+ h) − A(x)en fon
tion de f .2. En déduire que la fon
tion A est dérivable en x, et donner l'expression de sa dérivée.3. Combien vaut A(0) ?4. Peut-on obtenir le même résultat si f est 
roissante ?5. Appli
ationa. Véri�er le 
al
ul de la première partie : Trouver une fon
tion A dont la dérivéea pour expression : x2 et telle que A(0) = 0b. Déterminer l'aire sous la parabole de la fon
tion 
arré mais pour x variantentre 0 et 2.
. Véri�er qu'ave
 
ette méthode on retrouve bien l'aire du re
tangle de 
�tés aet b.

2 Intégrale d'une fon
tion 
ontinue et positive.Dans 
ette partie, f est une fon
tion 
ontinue positive sur un intervalle [a ; b]. On sepla
e dans un repère orthogonal (O;~ı ;~ ), on note C la 
ourbe de f dans 
e repère.
Unité d'aire. On appelle unité d'aire (u.a.) l'aire d'un re
tangle ABCD où −→

AB =~ı et−−→
AD = ~ . Par exemple si les unités 
hoisies sont de 2 
m en abs
isse et 3 
m en ordonnéepour une unité, alors : 1u.a. = 6 
m2 (
ar = 2 × 3 = 6).
2.1 Intégrale vue 
omme une aire.Dé�nition 47. L'intégrale ∫ b

a
f(x)dx est l'aire du domaine délimité par C , (Ox) et lesdroites d'équations x = a et x = b.Remarque. On a vu que l'aire s'obtient 
omme somme d'aires de re
tangles de largeurin�nitésimale dx et de hauteur f(x) 
e qui explique la notation due à Leibniz (1646-1716). Un peu de vo
abulaire :

①
∫ 
omme somme.

② La variable x est muette, on met 
e qu'on veut : ∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
f(t)dthttp://prof.pantaloni.free.fr
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③ On lit intégrale (ou somme) de a à b de f(x) dx.
④ a et b sont les bornes de l'intégrale. (Lower bound et upper bound in english)Exemple: ∫ 0

−2
3 dx = 6 (re
tangle) et ∫ 3

1
tdt = 4 (trapèze)

Valeur appro
hée d'intégrale. Il su�t de dé
omposer l'aire 
her
hée en re
tangles,triangles et ou trapèzes pour obtenir une valeur appro
hée voire un en
adrement de l'in-tégrale 
her
hée. La 
al
ulatri
e en mode G-solve permet d'obtenir graphiquement unevaleur appro
hée de l'intégrale et un joli 
oloriage. L'unité est l'unité d'aire (u.a.) Si onveut l'aire en cm2 il faut 
al
uler 
ombien de cm2 mesure 1 u.a.
2.2 Fon
tion aire, primitives.On a vu en a
tivité que si f est 
ontinue, positive et monotone sur un intervalle [a ; b],alors la fon
tion :

F : x 7−→
∫ x

a

f(t) dt (XI.1)est une fon
tion dérivable sur [a ; b] telle que : F ′ = f et F (a) = 0. F (x) est l'aire (enu.a.) du domaine 
ompris entre C et (Ox) pour les abs
isses allant de a à x. F est unefon
tion 
roissante (puisque i
i f est positive) et postive.Dé�nition 48. Soit f une fon
tion 
ontinue sur un intervalle I. On appelle primitive de
f sur I une fon
tion F dérivable sur I telle que : F ′ = fUne fon
tion n'a pas une unique primitive, on dira bien � une primitive de f �. Ce-pendant :Propriété 67. Si F et G sont deux primitives de f alors elles di�èrent d'une 
onstante.Démonstration. (F −G)′ = f − f = 0 don
 (F −G) est une 
onstante.Ainsi on pourra dire � la primitive de f qui vaut . . . en . . . �. Par exemple :Propriété 68 (Uni
ité). Soit f 
ontinue positive sur un intervalle [a ; b] alors f admetune unique primitive qui s'annule en a, 
'est la fon
tion � aire � dé�nie en (XI.1).Démonstration. On a prouvé l'existen
e dans le 
as d'une fon
tion monotone en TD. Onl'admet dans le 
as général. La propriété 67 nous garantit l'uni
ité.Remarque. La 
ondition de 
ontinuité est su�sante mais pas né
essaire pour assurer l'exis-ten
e d'une primitive. Penser à la fon
tion partie entière. On peut fa
ilement 
al
uler l'airesous sa 
ourbe, en additionnant des aires de re
tangles, et pourtant elle n'est pas 
ontinue.
2.3 Cal
ul d'une intégrale à l'aide d'une primitive.Propriété 69. Soit f 
ontinue positive sur un intervalle [a ; b] et F une primitive de fsur [a ; b]. alors : ∫ b

a

f(x) dx = F (b) − F (a)
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Démonstration. Soit F la primitive qui s'annule en a, alors le résultat est immédiat. Ilfaut voir que 
e 
al
ul ne dépend pas de la primitive 
hoisie pour f :Si G est une primitive de f , alors il existe une 
onstante réelle k telle que G = F + k.Alors G(b) −G(a) = (F (b) + k) − (F (a) + k) = F (b) − F (a).

Notation : On note dans les 
al
uls [F (x)]ba pour F (b) − F (a).
Relation de Chasles. D'après la notion intuitive d'aire et les dé
oupages que l'on peutfaire d'une surfa
e, on a :Propriété 70 (Relation de Chasles). Soit c un réel 
ompris entre a et b.

∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dxDémonstration. Soit F une primitive de f .
(F (c) − F (a)) + (F (b) − F (c)) = F (b) − F (a) c0 ba

Cf

∫ c

a

f(x)dx
∫ b

c

f(x)dx

PSfrag repla
ements

2.4 Cal
ul de primitives.On 
al
ule des primitives de f en re
onnaissant en f l'expression d'une dérivée (fa
ile àdire !). On s'aide des propriétés de linéarité de la dérivée pour obtenir les bons 
oe�
ients.En e�et :Propriété 71 (Linéarité). Si f et g sont deux fon
tions admettant F et G respe
tivement
omme primitives sur un intervalle, alors pour tous réels λ et µ, on a : (λF +µG) qui estune primitive de (λf + µg).
Démonstration. (λF + µG)′ = (λF )′ + (µG)′ = λF ′ + µG′ = λf + µg

Exemple: On 
her
he une primitive sur R de f où f(x) = sin(2x) + x3On remarque que : f(x) = −1
2
× (−2 sin(2x)) + 1

4
× (4x3)Don
 une primitive de f a pour expression : F (x) = −1

2
cos(2x) + 1

4
x4.Si on demande la primitive de f s'annulant en 0, alors on é
rit :Les primitives de f ont pour expression : F (x) = −1

2
cos(2x) + 1

4
x4 + k où k est une
onstante. Alors F (0) = −1

2
+k, ainsi la primitive de f s'annulant en 0 a pour expression :

F (x) = −1
2
cos(2x) + 1

4
x4 + 1

2

2.5 Existen
e du logarithme népérien.La fon
tion inverse est 
ontinue et positive sur ]0 ; +∞[, elle admet don
 une uniqueprimitive s'annulant en 1 qui a pour expression : ∫ x

1
1
t
dt 
e
i pour tout x de ]0 ; +∞[. Celaprouve l'existen
e du logarithme népérien, don
 de sa fon
tion ré
iproque, la fon
tionexponentielle. L'existen
e de exp avait admise en début d'année.http://prof.pantaloni.free.fr
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3 Généralisation de l'intégrale à l'aide d'une primitive.3.1 Intégrale d'une fon
tion de signe quel
onque.On admet que toute fon
tion 
ontinue sur un intervalle admet une primitive, et ondé�nit la notion d'intégrale de f à partir de :Dé�nition 49. Soit f 
ontinue sur un intervalle [a ; b] et F une primitive de f sur [a ; b].alors : ∫ b

a

f(x) dx = [F (x)]ba = F (b) − F (a)Remarque. C'est la même 
hose que 
e qu'on a énon
é pour la propriété 69, mais on aoté la 
ondition de positivité de f . C'est maintenant notre dé�nition de l'intégrale d'unefon
tion. Évidemment, les deux dé�nitions 
oïn
ident lorsque f est positive.
Linéarité de l'intégrale. D'après la propriété 71 on en déduit :Propriété 72. Si f et g sont deux fon
tions 
ontinues sur [a ; b] et λ, µ deux réels, alors :

∫ b

a

λf(x) + µg(x) dx = λ

∫ b

a

f(x) dx+ µ

∫ b

a

g(x) dx

3.2 Intégrale et signes.
∫ b

a
f et ∫ a

b
f est-
e la même 
hose ? Et bien non, en observant la dé�nition, on voitqu'é
hanger les bornes revient à 
hanger le signe de l'intégrale.

∫ a

b

f(x) dx = −
∫ b

a

f(x) dxSi f est négative, qu'est-
e que 
ela 
hange ? Par linéarité on a en parti
ulier :
∫ b

a

−f(x) dx = −
∫ b

a

f(x) dxDon
 si f est positive sur [a ; b], alors −f est négative et son intégrale est l'opposée del'intégrale de f .Propriété 73 (Aire algébrique). Pour une fon
tion f 
ontinue, de signe quel
onque sur
[a ; b], ∫ b

a

f(x) dx représente l'aire algébrique du domaine 
ompris entre C , (Ox) et lesdroites d'équations x = a et x = b. On 
ompte positivement l'aire lorsque f est positiveet négativement lorsque f est négative.Exemple: Cal
uler ∫ 2π

0
sin(x) dx, interpréter géométriquement. Quelle est réellementl'aire du domaine grisé ?Propriété 74 (Intégrer une inégalité). Si f et g sont deux fon
tions 
ontinues sur [a ; b],telles que :

∀x ∈ [a ; b] , f(x) > g(x) alors :
∫ b

a

f(x) dx >

∫ b

a

g(x) dx
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Démonstration. Par hypothèse, la fon
tion f − g est positive, don
 son intégrale (vue
omme une aire est positive, puis par linéarité de l'intégrale, on a le résultat.
3.3 Formule de la moyenne
Dé�nition 50. On appelle moyenne de la fon
tion f sur [a ; b] le réel : f̄ =

1

b− a

∫ b

a

f(x) dxPour faire une moyenne de n réels, on fait leursomme, et on divise par le nombre n de réels.I
i pour faire la moyenne des f(x), on fait leur� somme � et on divise par la longueur de l'inter-valle dans lequel varie x. La �gure donne une inter-prétation graphique dans le 
as où f est positive :l'aire du re
tangle gris est la même que l'intégralede f de a à b. 0 ba

f̄

Cf
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Propriété 75 (Inégalités de la moyenne). Si f admet un minimum m et un maximum
M sur [a ; b], alors on a l'en
adrement :

m(b− a) 6

∫ b

a

f(x) dx 6 M(b− a)

Autrement dit la moyenne est 
omprise entre le minimum et le maximum de f : m 6

f̄ 6 M

3.4 Intégration par parties.Propriété 76 (I.P.P.). Si u et v sont deux fon
tions dérivables sur un intervalle [a ; b],alors la fon
tion u′v est intégrable sur [a ; b] et on a la formule :
∫ b

a

u′(x)v(x) dx =

3.5 Aire entre deux 
ourbesUn exemple : Déterminer l'aire en 
m2 du domaine grisé entre les deux paraboles dontl'équation est donnée. Les unités 
hoisies ont été : 1 
m en abs
isse et 0,8 
m en ordonnée.
y = x(3 − x)/2

y = x2 − 6x + 6
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∫ b
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f(x)dx
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Chapitre XII
Lois de probabilités
1 CombinatoireÀ faire plus 
ourt
1.1 Dénombrer des listesDans 
e paragraphe, E désigne un ensemble à n éléments (n ∈ N∗). On imaginel'existen
e d'une urne U 
ontenant n jetons sur lequels sont ins
rits les n éléments de E.Dé�nition 51. On appelle liste de p éléments de E une énumération ordonnée de 
es
p éléments. On la note 
omme des 
oordonnées de points.
Exemple: Si a, b, c sont trois éléments de E, (a ; b ; c) et (a ; c ; b) sont deux listes distin
tesave
 les trois éléments a, b et c. Dans 
e paragraphe on s'intéresse don
 à dénombrer dansdes situations où l'ordre des éléments 
ompte.
Permutations d'un ensembleLe modèle est 
elui du tirage aléatoire dans l'urne U des n jetons, sans remise, et ennotant l'ordre de sortie.Dé�nition 52. On appelle permutation de E une liste de ses n éléments.
Exemple: Si E = {A, B, C} il y a six permutations de E et don
 six mots distin
ts ave
les trois lettres A, B et C. On les trouve ave
 un arbre en distinguant les 
hoix pour le1er, le 2e et le 3e élément : ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.Dé�nition 53. Soit n ∈ N∗. On note n! l'entier appellé fa
torielle n dé�ni par : n! =
1 × 2 × · · · × n. Par 
onvention on pose 0! = 1Propriété 77. Il y a n! permutations des n éléments de E.Démonstration. On le prouve ave
 un arbre ou en imaginant remplir des 
ases : Il ila n 
hoix pour le 1er élément, et pour 
ha
un de 
es 
hoix il y a n − 1 
hoix pourle 2e élément . . . et
 puis plus qu'un 
hoix pour le dernier élément. On trouve don
 :
n× (n− 1) × · · · × 1 = n! 79
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Exemple: Cinq 
hevaux font la 
ourse. Combien y a-t-il d'arrivées possibles (on supposequ'il ne peut pas y avoir d'ex-æquo). Une arrivée est une permutation de l'ensemble des
inq 
hevaux. Il y a don
 5! = 120 quintés possibles ave
 5 
hevaux donnés.
Liste sans répétition de p éléments parmi nLe modèle est 
elui du tirage aléatoire dans l'urne U de p jetons, sans remise, et ennotant l'ordre de sortie. Où p est entier, 1 6 p 6 n.Dé�nition 54. Une liste sans répétition de p éléments de E est une liste où les p élémentssont deux à deux distin
ts.Propriété 78. Il y a n!

(n− p)!
= n × (n − 1) × · · · × (n − (p − 1)) listes sans répétitionde p éléments de E.Démonstration. On le prouve ave
 un arbre ou en imaginant remplir des 
ases : Il il a n
hoix pour le 1er élément, et pour 
ha
un de 
es 
hoix il y a n−1 
hoix pour le 2e élément. . . et
 puis (n− (p− 1)) 
hoix pour le pe et dernier élément.

Exemple: Combien y a-t-il de tier
és possibles ave
 10 
hevaux au départ ? I
i E estl'esemble des 10 
hevaux. Un tier
é est une liste sans répétition de trois de 
es 
hevaux.Il y a don
 : 10!

7!
= 10 × 9 × 8 = 720 tier
és possibles ave
 10 
hevaux au départ.

Liste ave
 répétition de p éléments parmi nLe modèle est 
elui du tirage aléatoire dans l'urne U de p jetons, ave
 remise, et ennotant l'ordre de sortie. I
i p ∈ N. On peut don
 avoir p > n.Dé�nition 55. Une liste ave
 répétition de p éléments de E est une liste où les p élémentsne sont pas né
essairement deux à deux distin
ts.� Ave
 répétition � est don
 à 
omprendre au sens où � il peut y avoir répétiton �.Remarquez que si p > n il y a né
éssairement répétition. (C'est le prin
ipe des tiroirs : Siil y a plus de 
haussettes que de tiroirs, il y a au moins un tiroir qui 
omporte au moinsdeux 
haussettes.)Propriété 79. Il y a np listes ave
 répétition de p éléments de E.Exemple: Combien y a-t-il de points de l'espa
e dont les 
oordonnées sont −1 ou 1 ? I
i
p = 3 et n = 2 
ar E = {−1; 1}. Il y a deux 
hoix pour l'abs
isse, deux pour l'ordonnée etdeux aussi pour la 
ote. Soit 23 = 8 points en tout. Ce sont les 
oordonnées des sommetsd'un 
ube.
1.2 CombinaisonsMaintenant on ne dénombrera plus des listes mais des sous ensembles de E, l'ordredes éléments ne 
omptera pas. E désigne en
ore un ensemble à n éléments (n ∈ N∗) et pdésigne un entier 
ompris entre 0 et n.Le modèle est 
elui du tirage aléatoire dans l'urne U de p jetons, sans remise, et sanstenir 
ompte de l'ordre de sortie.http://prof.pantaloni.free.fr
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Choisir p éléments parmi nDé�nition 56. Une 
ombinaison de p éléments de E est un sous ensemble (ou partie) de
E qui 
omporte p éléments.Dé�nition 57. Le nombre de 
ombinaisons de p éléments d'un ensemble à n élémentsest noté :(n

p

) et se lit � p parmi n �. (En Fran
e on le notait autrefois Cp
n)Exemple: Si E = {a ; b ; c}, alors :

•
(
3
3

)
= 1. Il y a une 
ombinaison de trois éléments de E, 
'est E lui même.

•
(
3
2

)
= 3. Il y a trois 
ombinaisons de deux éléments de E : {a ; b} ; {a ; c} ; {b ; c}

•
(
3
1

)
= 3. Il y a trois 
ombinaisons d'un élément de E : {a} ; {b} ; {c}

•
(
3
0

)
= 1. Il y a une 
ombinaison de 0 élément de E 
'est l'ensemble vide : ∅Cal
ulette. Pour 
al
uler (

5
3

) à la 
al
ulette, utiliser la fon
tion notée nCr (5 nCr 3 Exe).Menu Proba (TI : Math/Prb, Casio : Optn/Prob).
Nombre de 
ombinaisonsPropriété 80. (

n

p

)
=

n!

p!(n− p)!Démonstration. On sait qu'il y a n!
(n−p)!

listes sans répétition de p éléments de E. Quandon a un ensemble à p éléments il y a p! permutations, soit p! listes sans répétition ave

es p éléments. C'est pourquoi pour obtenir le nombre de parties (i.e. de 
ombinaisons)de E à p éléments on doit diviser n!
(n−p)!

par p!
Exemple: Combien y a-t-il de mains di�érentes au bridge ? (On joue à quatre au bridgeave
 un jeu de 52 
artes que l'on distribue entièrement). On doit don
 
ompter le nombrede façons de 
hoisir 13 
artes parmi 52, soit (

52
13

)
= 52!

13!(39)!
= 1905040678800 ≃ 1, 9.1012

2 Loi de probabilités dis
rètes2.1 Dé�nitionsSoit Ω un univers �ni à n éléments (n ∈ N). On note (ωi)16i6n les n événementsélémentaires qui 
onstituent Ω. Don
 Ω = {ω1; ω2; . . . ;ωn }Dé�nition 58. On appelle variable aléatoire sur Ω toute fon
tion X qui va de Ω dans
R. Pour 
haque i = 1, 2, . . . , n on note xi = X(ωi).

X : Ω → R

ωi 7→ X(ωi) = xiL'ensemble des xi est don
 l'ensemble des valeurs possibles pour X.Exemple: Une urne 
ontient 3 jetons noirs et 2 jetons blan
s. On tire sans remise deuxjetons dans une urne. On note X le nombre de jetons noirs tirés.On peut 
hoisir : Ω = {{N ;N}; {N ;B}; {B;B}}Alors : X ({N ;N}) = 2 ; X({N ;B}) = 1 ; X({B;B}) = 0.http://prof.pantaloni.free.fr
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On peut aussi 
hoisir : Ω′ = {(N ;N); (N ;B); (B;N); (B;B)}. On aurait alors :
X((N ;B)) = X((B;N)) = 1. . .Dé�nition 59. On appelle loi de probabilité d'une variable aléatoire X la donnée pour
haque valeur xi possible pour X de pi = P (X = xi). On la présente en général sousforme de tableau.Ce tableau est à rappro
her de 
eux qu'on peut dresser en statistiques lorsqu'on a unesérie de valeurs et leur fréquen
e d'aparition.Propriété 81. La somme des pi = P (X = xi) vaut 1.Cela vient de 
e que les � X = xi � forment une partition de Ω.Exemple: On reprend l'exemple pré
édent. On dresse un arbre (Revoir le 
ode pstri
ks)

On trouve P (N ;N) = 0, 3 ; P (N ;B) = 0, 6 ; P (B;B) = 0, 1. D'où la loi de X.
xi 0 1 2

P (X = xi) 0, 1 0, 6 0, 3Dé�nition 60. On appelle fon
tion de répartition d'une variable aléatoire X la fon
tion
F dé�nie sur R par : F (x) = P (X 6 x).Cette fon
tion est 
roissante sur R, varie de 0 à 1 mais n'est a priori pas 
ontinue.En e�et dans notre 
as présent, X ne prend qu'un nombre �ni de valeurs. En 
ha
une de
es valeurs xi, F présente une dis
ontinuité et même plus pré
isément un saut de hauteur
P (X = xi). Entre deux valeurs 
onsé
utives, F est 
onstante.Exemple: On reprend notre exemple. Pour x < 0, P (X < x) = 0 et P (X = 0) = 0, 1don
 P (X 6 0) = 0, 1. Soit F (0) = 0, 1 et
 . . .La 
onnaissan
e de F permet de rouver la loi de probabilité de X. Plus tard, ondé�nira des variables aléatoires 
ontinues, par leur fon
tion de répartition.
2.2 Espéran
e mathématique, varian
eDé�nition 61. E(X) =

∑
. . .LinéaritéPropriété 82. E(X + Y ) = E(X) + E(Y )AdmisPropriété 83. E(aX + b) = aE(X) + bDé�nition 62. V (X) = E
(
(X − E(X))2

)

Propriété 84. V (X) = E(X2) − E(X)2

http://prof.pantaloni.free.fr
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2.3 Loi bin�mialeLoi de BernoulliRépétition de n épreuves identiques indépendantes3 Lois 
ontinues
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