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I ContinuitéI.1 Dé�nitions, exemples et 
ontre exemplesLa 
ontinuité est une notion de régularité des fon
tions. En voi
i une dé�nition heuristique :Dé�nition 1. On dit qu'une fon
tion f est 
ontinue sur un intervalle I lorsque f est dé�nie sur
I et que sa 
ourbe sur I peut se tra
er � sans lever le 
rayon �.Remarque. Cette dé�nition est évidement uniquement intuitive, une vraie dé�nition utilise leslimites en un point (
f dé�nition suivante).Dé�nition 2. On dit qu'une fon
tion f est 
ontinue en a (a ∈ R) si les trois 
onditions suivantessont véri�ées :

① f est dé�nie en a.
② f(x) admet une limite quand x tend vers a.
③ lim

x→a

f(x) = f(a)Si l'une quel
onque de 
es trois 
onditions n'est pas véri�ée, on dit que f n'est pas 
ontinue en a,ou qu'elle présente une dis
ontinuité en a.Remarque. Parfois le 
omportement d'une fon
tion f est di�érent à gau
he et à droite d'un réel a.Il pourra alors être utile pour étudier l'existen
e d'une limite en a d'étudier les éventuelles limitesà gau
he et à droite de a, i.e. :
lim
x→a

x<a

f(x) et lim
x→a

x>a

f(x)Si 
es limites existent, alors, dire que f est 
ontinue en a revient à dire que 
es deux limites sontégales à f(a).Les quatre fon
tions f représentées 
i�dessous présentent une dis
ontinuité en 1. Dire lequel destrois points de la dé�nition est mis en défaut et pourquoi.
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Dé�nition 3. On dit qu'une fon
tion f est 
ontinue sur un intervalle I lorsque f est 
ontinue entout réel a de I.Convention Dans un tableau de variation, lorsqu'on note une �è
he pour une fon
tion 
rois-sante (ou dé
roissante) sur un intervalle, 
ette �è
he signi�e aussi la 
ontinuité de la fon
tion surl'intervalle. On mettrait une double barre en un point de dis
ontinuité.Propriété 1. Une fon
tion dérivable sur un intervalle est 
ontinue sur 
et intervalle.
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△! La ré
iproque est fausse. Contre�exemple : La fon
tion valeur absolue. Elle est 
ontinue sur Rmais non dérivable en 0. La dérivabilité est don
 une notion de régularité plus forte que la 
ontinuité.Démonstration. (Du 
ontre�exemple) |x| =

{
x if x > 0,
−x if x 6 0. =⇒ |x|

x
=

{
1 if x > 0,
−1 if x < 0.Le taux de variation de la valeur absolue en 0 a une limite à gau
he qui vaut -1, et une limite àdroite qui vaut 1. Don
 la limite en 0 n'existe pas.

Démonstration. On é
rit l'approximation a�ne ave
 une fon
tion ε telle que : lim
x→a

ε(x) = 0 :
f(x) = f(a) + (x − a)f ′(a) + ε(x)

Propriété 2. (Admise) Les fon
tions usuelles : polyn�mes, ra
ine 
arrée, valeur absolue, fra
tionsrationnelles, sin, cos,(bient�t exp et ln) et leurs 
omposées sont 
ontinues sur les intervalles oùelles sont dé�nies.Cette propriété permet de justi�er la 
ontinuité d'une fon
tion en un point ou sur un intervalle.Exemple: Soit f dé�nie par : f(x) =
√

x2 − 1. f est dé�nie dès que x2 − 1 est positif don
 surles intervalles ]−∞ ;−1] et [1 ; +∞[. Sur 
ha
un de 
es intervalles, f est la 
omposée de la fon
tionra
ine (
ontinue sur R
+) et d'un polyn�me (don
 
ontinu sur R). Ainsi f est 
ontinue sur les in-tervalles ]−∞ ;−1] et [1 ; +∞[. La phrase � f est 
ontinue sur les intervalles ]−∞ ;−1] et [1 ; +∞[
omme 
omposée de fon
tions 
ontinues � est plus vague mais su�ra.Cependant il existe des fon
tions qui ne sont pas 
ontinues :I.2 La fon
tion partie entièreDé�nition 4. On appelle partie entière d'un réel x, notée E(x), le plus grand entier inférieur ouégal à x. i.e. E(x) est l'entier n tel que : n 6 x < n + 1Exemples: E(2, 36) = 2 ; E(2) = 2 ; E(π) = 3 ; E(−2, 36) = −3Propriété 3. Pour tout entier n, sur l'intervalle [n ; n + 1[, la fon
tion partie entière est 
onstanteégale à n. Elle n'est pas 
ontinue sur R, elle admet une dis
ontinuité pour 
haque entier.Démonstration. Soit n ∈ Z. Par dé�nition de E, pour x ∈ [n ; n + 1[ on a E(x) = n. Prouvons ladis
ontinuité de E en n + 1. Par passage à la limite (en restant dans l'intervalle [n ; n + 1[) :

lim
x→n+1

x<n+1

E(x) = n 6= E(n + 1) = n + 1

On en déduit la 
ourbe de la fon
tion partie entière, on dit que 
'est une fon
tion en es
alier.
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I.3 Prolongement par 
ontinuitéExemple: La fon
tion f dé�nie sur R \ {3} par :

f(x) =
x2 − 9

x − 3n'est pas 
ontinue sur R 
ar non dé�nie en 3, mais :
x 6= 3 =⇒ f(x) =

(x − 3)(x + 3)

x − 3
= x + 3Ainsi la 
ourbe de f est la droite d'équation : y = x + 3 à laquelle il manque le point d'abs
isse 3.On pose alors la fon
tion f̃ dé�nie sur R :

f̃(x) = x + 3. don
 f̃(x) =

{
f(x) si x 6= 3,
6 si x = 3.La fon
tion f̃ est alors 
ontinue sur R, on dit que 
'est un prolongement de f par 
ontinuité en 3.Exemple: La fon
tion f dé�nie sur R

∗ par f(x) =
ex − 1

x
n'est pas dé�nie en zéro, mais on a vuque sa limite en zéro existe et vaut 1. On peut � prolonger la fon
tion f par 
ontinuité � en 0, enposant la fon
tion f̃ dé�nie sur R par : f̃(x) = f(x) si x ∈ R
∗ et f̃(0) = 1

II Théorème des valeurs intermédiairesThéorème 1. Théorème des valeurs intermédiaires. Soit f une fon
tion 
ontinue sur unintervalle [a ; b]. Soit λ un réel 
ompris stri
tement entre f(a) et f(b). Alors l'équation f(x) = λadmet au moins une solution dans l'intervalle ouvert ]a ; b[.Remarque. Si la fon
tion n'est pas 
ontinue, 
ette propriété n'est pas né
essairement véri�ée. Lafontion partie entière fournit un 
ontre exemple : E(0) = 0 et E(1) = 1 mais l'équation E(x) = 0, 5n'a pas de solution dans ]0 ; 1[ (ni ailleurs).Propriété 4 (Cas parti
ulier important : λ = 0). Soit f une fon
tion 
ontinue sur un intervalle
[a ; b] ave
 f(a) et f(b) de signes 
ontraires, alors l'équation f(x) = 0 admet au moins une solutiondans l'intervalle ouvert ]a ; b[C'est un 
as parti
ulier, mais en fait 
ette propriété est équivalente au théorème des valeursintermédiaires, et on la démontre par di
hotomie en utilisant des suites adja
entes qui 
onvergentvers une ra
ine de f . (
f TD)Ces propriétés nous garantissent l'existen
e de solutions pour des équations mais ne nous fournissentpas les solutions, ni leur uni
ité, juste des intervalles où elles se trouvent. On peut don
 ave
 la
al
ulatri
e trouver des en
adrements à la pré
ision souhaitée des solutions 
her
hées.Exemple: Sur le graphique 
i-dessous, on a une 
ourbe C représentant une fon
tion 
ontinue fsur l'intervalle [−3 ; 2]. On a f(−3) = −1 et f(2) =1,5. Comme la valeur λ = 1 est 
omprise entre
−1 et 1,5 le théorème des valeurs intermédiaires nous assure que l'équation f(x) = 1 admet aumoins une solution (i
i il y en a trois) sur l'intervalle ]−3 ; 2[. Autrement dit, la 
ourbe C 
oupe ladroite d'équation y = 1 sur 
et intervalle.

O i

j

PSfrag repla
ements

C
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En pratique, la simple le
ture d'un tableau de variation permet de répondre aux questions dutype : �Combien l'équation f(x) = λ admet elle de solutions ? Donner des en
adrements de 
essolutions.� Rappel : on admet qu'une �è
he dans un tableau de variation traduit aussi la 
ontinuitéde la fon
tion sur l'intervalle en question. La version suivante du théorème des valeurs intermédiarespermet de garantir l'uni
ité de la solution :Théorème 2 (Utile en pratique1). Soit f une fon
tion 
ontinue et stri
tement 
roissante sur unintervalle [a ; b]. Soit λ un réel tel que : f(a) < λ < f(b). Alors l'équation f(x) = λ admet uneunique solution dans l'intervalle ouvert ]a ; b[.Démonstration. Laissé en exer
i
e : On sait qu'il existe une solution α par le TVI. Prouvons qu'elleest unique : Comme f est stri
tement 
roissante sur [a ; b], pour x de 
et intervalle on a :

x < α =⇒ f(x) < 0 et x > α =⇒ f(x) > 0

Remarque. Il existe évidemment un énon
é similaire pour une fon
tion stri
tement dé
roissante...Exemple: Soit f dé�nie sur R par f(x) = x5 + x + 7. Justi�er que f(x) = 0 admet une uniquesolution dans l'intervalle [−2 ; 1]. Réponse d'un bon élève :
f est 
ontinue sur R (
'est un polyn�me). Or f ′(x) = 5x4 + 1 et x4 est positif don
 la dérivée de
f est stri
tement positive, don
 f est stri
tement 
roissante sur [−2 ; 1]. De plus f(−2) = −33 < 0et f(1) = 9 > 0. Don
 f(x) = 0 admet une unique solution dans l'intervalle [−2 ; 1]. D'après letableau de variation de f et ses limites en −∞ et +∞ on en déduit aussi que f(x) = 0 admet enfait une unique solution dans R.Il est par 
ontre imposible de résoudre par le 
al
ul 
ette équation, mais pouvez vous à l'aidede la 
al
ulette déterminer un en
adrement d'amplitude 10−2 du réel α véri�ant f(α) = 0. Troisméthodes :Méthodes de résolution appro
hée de f(x) = λ

• Graphiquement, en zoomant de plus en plus sur le point d'interse
tion de la 
ourbe ave
 l'axe desabs
isses (pour λ = 0) ou ave
 la droite d'équation y = λ.
• Mieux en
ore, 
ertaines 
al
ulettes disposent d'un outil de résolution graphique (G-solv pour Casio,CALC quand on est dans l'interfa
e graphique ave
 une Texas Instruments) il faut 
hoisir ise
t pourl'interse
tion de deux 
ourbes que l'on doit séle
tionner (la 
ourbe de f et la droite d'équation y = λsi on veut résoudre f(x) = λ) ou Root si on 
her
he une ra
ine.
• En utilisant le tableau de valeurs que l'on doit paramétrer 
orre
tement. pitch (Casio) ou ∆Tbl (TI)donne le pas de la variation de X, don
 la pré
ision voulue. Mais il faut d'abord 
onnaitre un vagueen
adrement de la solution (par une méthode graphique par exemple)
• À l'aide d'un programme adapté, 
omme 
elui que nous allons établir qui fon
tionne par di
hotomie.On peut utiliser la méthode de Newton-Raphson ou méthode de la tangente2 (plus rapide)Cas des fon
tions dé�nies sur des intervalles non bornés. On a raisonné sur des inter-valles fermés bornés, on peut ensuite étendre les résultats à des intervalles non bornés, en utilisantles limites de f aux bornes de son intervalle de dé�nition à la pla
e de f(a) ou f(b).Exemple:Combien l'équation f a�t�elle de ra
ines sur Ret pré
iser dans quels intevalles. On note α et β
es deux ra
ines ave
 α < β. Donner le tableaude signes de f sur R.

x −∞ 0 4 +∞
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x)

−∞

��
�

�

5
@

@
@R
−3

��
�

�

−1

1On dit dans 
e 
as que f réalise une bije
tion 
roissante de [a ; b] dans [f(a) ; f(b)]. C'est pourquoi 
ette propriétéest parfois appellée � théorème de la bije
tion �.2xn+1 = xn −

f(xn)

f ′(xn)
. Cette suite 
onverge vers une ra
ine si elle existe, prendre x0 assez près de la ra
ine.
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